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RESUME. Nous présentons ici une étude complémentaire de notre
travail en collaboration avec G. Berck et A. Bernig sur ’entropie
volumique des géométries de Hilbert. Outre la présentation de nos
résultats dont les démonstrations sont accessibles dans le travail sus-
mentionné, on trouvera ici des exemples de géométrie pour lesquels
le calcul de ’entropie est possible ainsi que diverses remarques quant
aux conséquences de nos travaux.

Introduction et présentation des résultats

Dans son quatrieme probleme, Hilbert cherche a caractériser les géomé-
tries métriques dont les géodésiques sont des lignes droites. C’est guidé
par cette question qu’il construisit une famille d’exemples que l'on ap-
pel aujourd’hui géométrie de Hilbert [Hil95, Hil99]. Ces géométries ont
récemment connu un regain d’intéréts, on pourra par exemple consulter
Y. Nasu [Nas61], P. de la Harpe [dIH93], A. Karlsson & G. Noskov [KN02],
E. Socie-Methou [SM02, SM04], T. Foertsch & A. Karlsson [FK05], Y. Be-
noist [Ben03], B. Colbois & C. Vernicos [CV07] et les deux articles d’expo-
sitions par Y. Benoist [Ben06] et 'auteur [Ver05].

Une géométrie de Hilbert est un espace métrique défini dans l'intérieur
d’un convexe compact K. La métrique construite de la maniere explicité
ci-dessous provient d’une structure Finsler, dont I’ensemble des géodésiques
contient les lignes droites : pour toute paire de points distincts p et g dans

Mots-clés : semblable banalité, autosimilarité logarithmique, loi de Gauf.
Classification math. : 10X99, 14A12, 11L05.



2 C. VERNICOS

K, la droite passant par p et g rencontre le bord K de K en deux points
distincts a et b tels que la droite passe par a, p, ¢ et b dans cet ordre. On
définit alors

1
dr(p:q) = 5 Infa, p, g, 0]
ou [a, p, q,b] est le birapport de (a,p,q,b) :

_ la—alle  llp— bl
lp—alle  llg —blle

la,p, q,b]

ol ||.]|e désigne la norme euclidienne. On pose également di (p,p) = 0. La
définition de la distance de Hilbert ne faisant appel qu’au birapport, ces
géométries sont invariantes (& isométrie preés) par transformations projec-
tives. En particulier lorsque le convexe est un ellipsoide, la géométrie de
Hilbert est alors isométrique a l’espace hyperbolique classique.

Une part importante des travaux récent concernant ces géométries consi-
ste a étudier les différences et liens qu’elles peuvent partager avec la géomé-
trie hyperbolique. Ainsi, si K n’est pas un ellipsoide, la géométrie n’est pas
riemannienne, voir D.C. Kay [Kay67, Corollary 1]. Ce dernier résultat étant
di au fait que parmi les espaces vectoriels de dimension finie, bon nombre de
notions de courbures sont satisfaites uniquement par les espaces euclidiens
(voir aussi P. Kelly & L. Paige [KP52], P. Kelly & E. Strauss [KS58, KS68]).
Cependant, si le bord 0K est suffisamment lisse, la courbure drapeau, qui
est un analogue finslerien de la courbure sectionnelle classique, de la géo-
métrie de Hilbert est égale & —1 (voir par exemple Z. Shen [She01, Example
9.2.2]. Il est donc légitime de se demander si ces géométries se comportent
comme des variétés riemanniennes de courbure négative. L’exemple de la
géométrie du triangle qui est isométrique a un plan vectoriel montre qu’on
ne peut espérer un résultat simple (voir P. De la Harpe [dIH93]). Notre
travail est partiellement guidé par le sentiment que les géométries de Hil-
bert peuvent étre vues comme des géométries a courbure de Ricci minorée
— Une définition rigoureuse de cette notion restant a déterminer.

Contrairement au cas riemannien ou une notion de volume canonique est
disponible plusieurs choix valables de volume sont possibles sur une variété
de Finsler. Nous renvoyons & notre article en collaboration avec G. Berck
et A. Bernig [BBVO08] pour des précisions concernant cette affirmation, et
fixerons par la suite un volume — la mesure de Hausdorff de dimension n
étant un choix parfaitement raisonnable.

Sachant que B(o,r) est la boule métrique de rayon r centrée au point o,
on définit 'entropie volumique du convexe K a l’aide de la limite suivante,
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lorsqu’elle existe :

(0.1) EntK := lim w.

L’entropie ne dépend ni du point o € int K choisit, ni du choix de vo-
lume (pourvu que celui-ci soit raisonnable [BBV08]). Si h = EntK alors
Volg B(o,r) est de l'ordre de e pour de grandes valeurs de 7.

Le volume d’une boule de rayon r dans I’espace hyperbolique de dimen-
sion n est bien connu et relativement facile a calculer (c.f. par exemple
S. Gallot, D. Hulin & J. Lafontaine [GHL90, Section IIL.H]), si 'on note

wp, le volume de la boule unité de I’espace euclidien de dimension n il vaut
nwn/ (sinh s)""lds = O(e"~V)7).
0

On en déduit que 'entropie volumique d’un ellipsoide vaut n — 1.

On ne sait toujours pas si cette limite existe en toute généralité. Ce-
pendant si le convexe K est divisible, ce qui signifie qu'un sous-groupe
discret du groupe des isometries y agit de maniere co-compacte, alors 1’en-
tropie volumique est bien définie, cf. Y. Benoist [Ben04]. Lorsque le bord
du convexe est suffisamment lisse, par exemple C2? & courbure de Gauss
strictement positive, I'entropie existe et vaut n — 1 (voir ci-dessous le théo-
reme de B. Colbois & P. Verovic). Cependant on peut toujours définir une
entropie supérieure Ent et une entropie inférieure Ent en remplacant dans
la définition (0.1) de I'entropie la limite par une respectivement une lim inf
et lim sup.

Une conjecture, dont 'origine n’est pas bien définie, affirme que ’espace
hyperbolique possede 1’entropie volumique maximale parmi les géométries
de Hilbert de méme dimension.

Conjecture. Quelle que soit la Géométrie de Hilbert K de dimension
n,

EntK <n-—1.

On remarquera, que pour une variété riemannienne a courbure de Ricci
minorée par —(n—1), une telle inégalité résulte du théoréme de comparaison
des volumes dt & Bishop (voir [GHL90, theorem 3.101, i)]).

Plusieurs cas particuliers de cette conjecture ont été traités dans le passé.
Le premier résultat que nous citons montre que l’entropie volumique ne
permet pas de caractériser la géométrie hyperbolique parmi les géométries
de Hilbert.

ARTICLE SOUMIS : ENTHILBERTO08. TEX



4 C. VERNICOS

Théoréme. (B. Colbois & P. Verovic [CV04])
Si K est C? a courbure de Gauss strictement positive alors la géométrie de
Hilbert de K est bi-lipschitz a la géométrie hyperbolique, et par conséquent

EntK =n—1.

Le résultat suivant, d’abord démontré en dimension 2 par B. Colbois,
C. Vernicos & P. Verovic [CVV07], puis simultanément et indépendamment
par A. Bernig et 'auteur, traite de convexes dont I’entropie est nulle.

Théoréme. (A. Bernig [Ber08] / C. Vernicos [Ver08))
La géométrie de Hilbert associée a un polytope convexe est bi-lipschitz a
Pespace euclidien. En particulier son entropie est nulle.

En lieu et place des boules, on peut étudier la croissance volumique des
spheres S(o,r) et définir, lorsqu’elle existe, une entropie sphérique comme
suit

log VolS (o, r
(0.2) Ent’K := lim log Vol5(o,7)

7—00 T

)

En toute généralité on pourra définir I'entropie sphérique supérieure
Ent K et inférieure Ent*K en remplacant la limite de la définition (0.2)
successivement par lim sup et lim inf.

Le résultat suivant est une version sphérique du théoreme de B. Colbois
& P. Verovic.

Théoréme. (A.A. Borisenko & E.A. Olin [BOO07])
Si K est un domaine convexe de dimension n, de régularité C® a courbure
de Gausse strictement positive, alors Ent® = n — 1.

Notre résultat principal affaiblit substantiellement les hypotheses du théo-
reme de B. Colbois & P. Verovic et fortifie ses conclusions car, en sus du
calcul de I’entropie, il donne un équivalent au volume asymptotique. Pour
obtenir cet équivalent nous avons introduit un nouvel invariant projectif
des domaines convexes intéressant en lui-méme que nous avons appelé aire
centro-projective et que nous notons CP et dont la définition est donnée en
section 3.2.

Théoréme. (G. Berck, A. Bernig & C. Vernicos [BBV08S])
Si K est C1!, alors

. VolgB(o,1) 1
0.3 1 =
(03) E Y N By

De plus, CP(K) # 0 en sorte que EntK =n — 1.

CP(K).
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En dimension deux I’hypothése de régularité C1'! n’est pas nécessaire
puisque l'on arrive & borner ’entropie en fonction de la dimension de Min-
kowski de ’ensemble des points extrémaux ex K du convexe K. Rappelons
qu’un point extrémal d’'un convexe K est un point qui ne peut pas s’écrire
sous la forme %‘H’ avec a,b € K ,a # b.

Théoréme. (G. Berck, A. Bernig & C. Vernicos [BBV08])
Soit K un domaine convexe du plan. Soit d la dimension de Minkowski su-
périeure de ’ensemble des points extrémaux de K. La majoration suivante
de I'entropie volumique de K est vérifiée :

2
4 EntK < -—— < L
(0.4) n 34

De plus, I’équation (0.3) est valable (avec n = 2).

Cette majoration n’est généralement pas optimale : pour les polygones,
la dimension supérieure de Minkowski des points extrémaux est nulle tout
comme leur entropie (voir théoréme de A. Bernig/C. Vernicos sur I’équiva-
lence lipschitz des polytopes). Remarquons également que si le convexe K
contient une partie lisse dans son bord, alors la dimension de Minkowski
des points extrémaux est 1 et I'inégalité devient égalité.

Notons enfin que du point de vue de I’entropie volumique les spheres et
les boules donnent le méme résultat, puisque comme dans ’espace hyper-
bolique on a

Théoréme. (G. Berck, A. Bernig & C. Vernicos [BBV08S])
Pour tout convexe K,

Ent’K = EntK,
Ent’ K = EntK.

La section 1 est consacrée a ce théoreme. Dans la section 2 nous montrons
comment ’entropie se comporte sur certains exemples : cylindres, pyra-
mides pour lesquels un calcul permet de montrer que leur entropie coincide
avec celle de leur base et on présente un convexe affine par morceau avec
une accumulation de points extrémaux pour lequel ’entropie volumique est
non nulle et qui montre que notre encadrement a 1’aide de la dimension de
Minkowski n’est vraiment pas optimal. Enfin en section 3 nous rappelons
la définition de I’entropie centro-affine et donnons la définition de ’entropie
centro-projective et les calculons sur la sphere.

ARTICLE SOUMIS : ENTHILBERTO08. TEX



6 C. VERNICOS

1. Liens entre volume des spheéres et des boules

Nous verrons par la suite que pour certains calculs d’en-
tropie les boules métriques ne sont pas toujours les plus
adaptées. Cependant, en faisant semblant que le centre de
la boule est un centre de symétrie du convexe, on est amené
a introduire les boules et les sphéres asymptotiques. Dans
cette section on verra que tous ces objets ont le méme com-
portement asymptotique relativement a leur volume. On
aura besoin pour cela d’'une formule de Crofton et d’une
inégalité de la co-aire, toutes deux présentées dans cette
section.

1.1. Formule de Crofton

Le probleme abordé ici est le suivant : soit deux convexes A et B em-
boités, i.e., A C B comment montrer que la mesure du bord de B est plus
grande que la mesure du bord de A.

Une maniere d’aborder cette question en géométrie euclidienne est de
passer par une formule dite de Crofton. Euristiquement, celle-ci nous dit
que mesurer le bord d’'un domaine consiste & «comptery» le nombre de
droites qui le coupent. La réponse a notre probleme devient alors évidente.
Il se trouve qu’un lien similaire existe pour les géométries de Hilbert.

On commence par se restreindre au cas d’'un domaine convexe C de R™
dont le bord est une hypersurface C? quadratiquement convexe (autrement
dit C et son dual sont C?) que I'on munit de sa géométrie de Hilbert.

Dans ce cas, suivant les résultats de J.C. Alvarez Paiva- E. Fernandes
[APF98] et J.C. Alvarez Paiva [AP05] on a

Théoréme 1. Soit (C, F¢) un domaine convexe et borné de R"™ dont
le bord est une hypersurface C? quadratiquement convexe, muni de sa
métrique de Hilbert et de sa mesure de Holmes-Thompson H pc. Alors il
existe une mesure positive C2, notée ®, sur la variété H,, 1 des lignes
droites, telle que si N C C est une sous-variété de dimension n — 1, alors

1
/ #(N NPy,
AEH, 1

Wn—1

Hye(N) =

oll wy,_1 est le volume euclidien de la boule euclidienne de R"~! et Hue
la mesure de Holmes Thompson de dimension n — 1 induite sur N par la
structure finsler de C.

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Une implication de ce théoreme est la proposition de comparaison des
volumes suivante

Proposition 2. Soit (C, F¢) un domaine convexe et borné de R™ muni
de sa métrique de Hilbert. Soit A C B C C tels que les bords de A et
B soient des sous-variétés de dimension n — 1 par morceaux, et A, B des
convexes de R™, alors

Hl/c(aA) g HVc(aB).

Idée de la preuve de 2. — Si le bord de C est C? quadratiquement
convexe, alors ceci est une conséquence du théoreme 1, car pour ®; presque
toute droite A € H,, 1, on a

#(ANN) <H#BNN) <2

Si le bord n’est pas quadratiquement convexe, on procede par approxi-
mation en utilisant le fait qu’il existe une suite (Cp,)nen de convexes dont
le bord est C? quadratiquement convexe et telle que C,, — C pour la mé-
trique de Hausdorff entre compacts de R™. A partir d’un certain rang on
aura donc, par le théoreme 1, I'inégalité,

Hl/cn (aA) < Hl/cn (GB)

qui passe a la limite (voir [CV07] pour une démonstration similaire). [

1.2. Les sphéres asymptotiques
1.2.1. Définition et liens avec les spheéres métriques

Soit C un convexe de R™ et p un point de son intérieur.

On définit la sphére asymptotique de rayon R centrée en p et notée
Sa(p, R) comme image du bord 9C par I’homothétie de centre p et de
rapport tanh(R).

De méme on définit la boule asymptotique de rayon R centrée en p et
notée B (p, R) comme image du convexe C par ’homothétie de centre p et
de rapport tanh(R).

Remarque 3. Si p est un centre de symétrie du convexe, alors les
sphéres (resp. boules) asymptotiques coincident avec les sphéres (resp.
boules) métriques.

ARTICLE SOUMIS : ENTHILBERTO08.TEX
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La terminologie provient du lemme suivant qui explique que les boules et
spheres asymptotiques ont le méme comportement asymptotique que leur
analogues métriques.

Lemme 4. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout R > 1 on
ait
B(p,R—1) C Ba(p,R) € B(p,R+¢).

Remarque 5. C’est le lemme 3.2 dans [CV04] avec un léger change-
ment de notation.

On en déduit que le comportement asymptotique du volume des boules
métriques et des boules asymptotiques est le méme, plus précisément,
log(Vole B(p,R)) . p log(Vole Ba(p, R))

1.1 lim su = limsu
(1) t—»+oop R R—+oo R

De plus par I'intermédiaire de la proposition 2, ceci est également va-
lable pour la mesure de Holmes-Thompson des spheéres métriques S(p, R) et
asymptotiques S4(p, R). Ainsi, par équivalence des mesures (voir [Ver05]),
en notant v la mesure de Hausdorff n — 1-dimensionnelle, on a également

log(uc S(a:,R)) ] log(uc SA(a:,R))

1.2 lim sup ———* = limsu .
( ) t—>+oop R R—>+£ R

1.2.2. Propriétés des spheéres asymptotiques

Nous faisons deux remarques. Si on considére un ouvert convexe conte-
nant 'origine C et la boule asymptotique de rayon R centrée en l'origine
(c’est un autre convexe S4(o, R)), alors le dual C* devient la sphére asymp-
totique de rayon R du dual S4(o, R)*de la spheres asymptotique.

La métrique de Funk associée au convexe C peut étre définie de la maniere
suivante, pour tout point p,q € C on consideére le point b du bord obtenu
en l'intersectant avec la demi droite issue de p passant ¢, alors

pb
D =In—
F(p7 q) qb

C’est une métrique non symétrique et la distance de Hilbert est sa sy-
métrisée, i.e.,

1
= 5(Dr(p.9) + Dr(a,p))

On remarquera de plus que contrairement a la métrique de Hilbert, la
métrique de Funk n’est qu’un invariant affine et non pas projectif.

de(p,q)

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Fixons un point p, alors la sphere asymptotique de rayon R est également
la sphere de Funk centrée en p de rayon
e 41
2
Pour une étude métrique approfondie de la structure de Funk et ses liens

In

avec la géométrie de Hilbert on pourra consulter les textes de A. Papado-
poulos & M. Troyanov [PT07, PT08].

1.3. Inégalité de la co-aire et conséquence

L’inégalité suivante, que l'on trouve énoncée comme lemme 2.13 dans
[BBVO0S], est I'ingrédient qui relie le volume des sphéres & celui des boules :

Lemme 6 (Inégalité de la co-aire). I existe une constante Cy > 1 telle
que pour tout r > 0 on ait

C’Q_lz/c (S(p, r)) < %Volc (B(p,r)) < Core (S(p, 7‘))

Gréce & cette inégalité le théoréme suivant (2.14 de [BBV0S]) devient

simple a vérifier

Théoréme 7. L’entropie sphérique coincide avec I’entropie volumique.
Plus précisément on a les égalités suivantes

b log ve (S(p, r))

lim su EntC,
r—00 T

] S
g 08re(S@r) o
r—00 r

2. Propriétés de ’entropie volumique

Cette section est consacrée au calcul de Ientropie des cy-
lindres et des pyramides en fonction de I’entropie de leur
base. Ceci nous permet de donner des exemples d’entro-
pie entiere, non maximale. Nous présentons également un
exemple «concret» de géométrie de Hilbert dont le bord
est affine par morceaux. On espere ainsi mettre en perspec-
tive le comportement délicat de ’entropie volumique de ces
géométries.

ARTICLE SOUMIS : ENTHILBERTO08.TEX



10 C. VERNICOS

2.1. Concernant les cylindres

Dans cette partie nous noterons B™ la boule unité ouverte de ’espace
euclidien de dimension n.

Proposition 8. Un cylindre a méme entropie volumique que sa base.
En particulier pour C un domaine convexe de R™ et S = C x |—1,1[ un
cylindre de base C, on a

Ent(S) = Ent(C).

Corollaire 9. Soit B* x |—1,1[""F C R"™ muni de sa géométrie de
Hilbert, alors son entropie volumique est

Ent(B* x |-1,1["%) =k — 1
La proposition 8 est en réalité une simple conséquence du lemme suivant :

Lemme 10. Soit C un domaine convexe de R™, et définissons le cylindre
S = C x |-1,1|. Pour tout t € |—1,1[ on note a(t) = (1 +¢)(1 —t) et
C: = C x {t}. Alors il existe deux constantes Cy et Cy > 0 telles que pour
tout point p(q,t) de Cs, si la boule unité tangente pour la norme restreinte
a Cy est notée TBe,,(p,1), on a

(2.1) Cia(t)vol.(TBe,(gq,1)) <
vole(T'Bs(p,1)) < Caa(t)vole(T'Be,(q,1))

Démonstration. — Au point p = (q,t) = (z1,...,2Zp+1) comparons les
différentes boules unités. Il s’agit de deux convexes centralement symé-
triques

TBs(p,1) et TBe,(g,1).

On peut supposer que les deux boules sont centrées en 'origine et satisfont
Iinclusion

TBCt (qa 1) c TBS(pv 1)

On supposera de plus que la boule unité T'Be¢,(g,1) est dans I’hyperplan
défini par eq, ..., en,.

L’idée, que l'on retrouve dans [CV07], consiste & remarquer que la boule
TBs(p,1) est d’une part incluse dans un cylindre dont la base est homothé-
tique a T'Be, (g, 1), et d’autre part qu’elle contient deux pyramides de base
TBe,(gq,1). Nous avons besoin de controler la hauteur de ces deux objets,
pour cela nous utiliserons les deux affirmations suivantes :

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)



ENTROPIE VOLUMIQUE DES GEOMETRIES DE HILBERT 11

Premiére affirmation — Si «(t) = (1 + t)(1 — t) les points (0, «(t)) et
(0, —a(t)) sont dans TBs(p, 1). On remarquera que «(t) ne dépend pas de
q.

La remarque essentielle est la suivante (nous la démontrerons en fin de
paragraphe) :

Seconde affirmation — Au voisinage de ces deux points, le convexe T'Bs(p, 1)
est tangent aux deux hyperplans {z,+1 = a(t)} et {zp+1 = —a(t)}.

La convexité nous permet d’en déduire que la boule unité TBs(p,1) se
trouve entre les deux hyperplans

{zns1 = a(®)} et {oas1 = —a(t)}.
Considérons & présent I'intersection des cones de sommet respectif (0, —a(t)
et (0, a(t) s’appuyant sur la base T Be, (¢, 1) avec, respectivement, les hyper-
plans {z,+1 = a(t)} et {z,+1 = —a(t)}. La fermeture convexe de ces deux
« projections» de T'Beg, (gq,1) détermine une section de cylindre contenant
TBs(p,1).
On en déduit donc que T'Bs(p, 1) est dans le produit

2T Be, (g, 1)) x [—a(t), a(t)],
en sorte que
vole(TBs(p, 1)) < 2" a(t)vole(TBe, (g, 1)).
La convexité implique également que les deux pyramides de sommet

(0,a(t)) et (0,—«(t)) s’appuyant sur T B¢, sont incluses dans T'Bs(p, 1).
On en déduit I'inégalité suivante

vol.(T'Bs(p,1)) > vol.(T Be,(q,1)).

n+1

Démonstration de la second affirmation — Considérons un point p dans
le convexe C de R™*!. Sans perte de généralité on peut supposer que p est
Porigine et nous supposerons, de plus, qu’au voisinage de (0,11) et (0, —I3)
pour ly,lo > 0, le domaine convexe C admet respectivement pour bord les
hyperplans {z,+1 =11} et {zp41 = —l1}.

Ainsi les ligne droites proches de 'axe Ox,41 passant par lorigine et
admettant un angle 6 avec 'axe Ox,,1 intersectent les deux hyperplans a

une distance de p respectivement égale & -5 et 2
cos 0 cos 0

En sorte que si v est un vecteur directeur de cette droite sa norme fins-
lerienne est égale a

lolle = g lvlle (222 4 <22
¢y Iy

ARTICLE SOUMIS : ENTHILBERTO08.TEX



12 C. VERNICOS

Ainsi pour obtenir ||v]|¢ = 1, il est nécessaire que
1 2lls
cosOly + 1y
Ce qui implique que les extrémités de ce vecteur appartiennent respecti-

vement aux hyperplans z,4+1 = 121%22 et Ty = — 121&1122' O

Démonstration de la proposition 8. — L’idée directrice est que le volume
. , 5 tanht —1
de la boule asymptotique centrée en 0 est de I'ordre de [~ ' «(s)"'ds
multiplié par le volume de la boule asymptotique de C centrée en 0. Ceci
provient de I’équivalence obtenue au lemme 10.
Supposons en effet que p € C est 1'origine, et considérons la boule asymp-

totique centrée en (p,0) de «rayon» t. Celle-ci est de la forme

[l =

S¢ X [~ tanh ¢, tanh ¢]

ou S; est la boule asymptotique de C centrée en p de «rayon» t. Grace au
lemme 10 nous avons 'existence de deux constantes c; et ¢y telles que

tanh ¢

(2.2) c1pe(Sy) ></ afs) tds <
—tanht
tanht

ts (Se x [~ tanh ¢, tanh t]) < cope(Sy) % / afs) " tds

—tanht

Il ne nous reste plus qu’a calculer

tanh ¢ L tanh ¢ 1
A(t) = “lds =2 ——d
=] e tas=2 [ s

—tanht

dont la valeur A(t) = 2t est facile & obtenir, ce qui conclut notre démons-
tration. 0

2.2. Concernant les pyramides

Soit S sous ensemble convexe de R® C R"*! et p un point de R*+!
extérieur a I’hyperplan contenant S. Nous allons calculer Ientropie de la
pyramide de sommet p et de base S que l'on notera P =p+ S.

Proposition 11. Une pyramide a méme entropie que sa base, autre-
ment dit avec les notations précédentes

Ent(S) = Ent(p + )

Corollaire 12. L’entropie des simplexes est nulle.
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Nous faisons également cela en deux étapes

Lemme 13. Pour tout t € ]0,1[ on note () = 2t(1 —t) et S; I'image
de S par I’homothétie de centre p et de rapport t. Alors il existe deux
constantes Cy et Cy > 0 telles que pour tout point x(q,t) de S, si la boule
unité tangente pour la norme restreinte a Sy est notée T Bg,(q,1), on a

(2.3) C18(t)vole(TBs,(q,1)) <
vole(TBp(p, 1)) < CoB(t)vol.(TBs,(q,1))

Démonstration. — On suppose pour commencer que p est 'origine et on
se donne une base orthonormée (€;);=1.... n.n+1, pour une norme euclidienne
fixée, telle que eq,...,e, détermine H; I’hyperplan contenant S. Soit S;
I'image de & par 'homothétie centrée en l'origine de rapport 0 < ¢ < 1.
Nous noterons également H; ’hyperplan affine contenant S;. Tout point
dans la pyramide P = p + S peut-étre identifié de manieére unique a 'aide
de t € [0,1] et d’un point ¢ € S : le point x = (g,t) est I'intersection de
la droite pg avec 'hyperplan H;. Nous allons nous intéresser aux boules
tangentes en x = (q,t). Ce sont des convexes T Bp(x,1) et TBs,(z,1) que
nous supposerons centrés en ’origine et satisfaisant

TBs,(¢,1) C TBp(x,1)

Avec ces hypotheses la boule unité T'Bg, (¢, 1) est dans 'hyperplan ey, ..., e,
— que 'on peut identifier avec H.

Comme pour les cylindres, on va montrer que la boule TBp(p,1) est
dans un morceau de cylindre de section T'Bs, (¢, 1) et qu’elle contient deux
cones de base T'Bg,(q, 1).

Premiere affirmation — Si 5(t) = 2¢(1 — t) les points B(t)¢p et —5(t)gp
sont sur la boule TBp(z,1).
On fera également la remarque suivante

Seconde affirmation — Les hyperplans Hg(;) et H_g() sont des hyper-
plans d’appui & la boule respectivement aux points 3(t)gp et —5(t)gp. Ce
sont également des points extrémaux coniques de T'Bp(z, 1), i.e., au voisi-
nage de ces points TBp(x,1) est une pyramide dont ils sont les sommets.

Justification de la seconde affirmation : Les sections planaires de la
pyramide P contenant p et g sont des triangles. Dans ces triangles, les
boules sont des hexagones dont deux des sommets sont les points 3(t)gp et

—B(t)qp-
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14 C. VERNICOS

Par convexité, la seconde affirmation implique que la boule unité TBp(z, 1)
est entre les deux hyperplans Hpg;) et H_g(;). Comme pour les cylindres
on va projeter T'Bg,(q,1) d’une part sur Hg) a 'aide d’une homothétie
centrée en —3(t)gp et d’autre part sur H_g(;) & I'aide d’une homothétie cen-
trée en ((t)gp. Par convexité, la fermeture convexe de ces deux projections
contient la boule T'Bp(p,1)

VOIG (TBP (Q> 1)) < 2n+16(t) <p_6I7 €n+1>V016 (TBSt (q’ 1))

Enfin de nouveau par convexité, les pyramides de sommet Hpg;) et H_ gy
et de base T Bs, sont dans T Bp(p, 1). Cela nous donne I'inégalité suivante

V016 (TBP (xv 1)) 2 <p_£]a en+1>6(t)V016 (TBSt (Q7 1))

n+1

Par compacité on en déduit donc 'existence de deux constantes C; et
Cs telles que pour tout p et g on a
(2.4)
C18(t)vol.(TBs,(q,1)) < vol.(TBp(q,1)) < Ca5(¢t)vol.(TBs,(q, 1))

O

Démonstration de la Proposition 11. — Soit a présent un point xy dans
la pyramide et go 'intersection de la droite pzy avec le convexe S. Consi-
dérons Bp(zo, R) la boule métrique centrée en xy de rayon R dans P et
Bs(q,) la boule métrique centrée en g, de rayon R dans S. Notons égale-
ment a et b les deux points a distance R de zg sur la droite pzg. On va
considérer le cylindre métrique C(a,b, R) défini comme union des points &
distance plus petite ou égale & R d’un point du segment [a,b] dans la di-
rection de I’hyperplan contenant S. C’est aussi 'union des homothétiques
de la spheére Bs(g,, R), pour les homothéties centrées en p envoyant ¢g sur
un point du segment [a, b]

Remarque 1 — La boule métrique Bp(xo, R) est incluse dans le cylindre
métrique C(a, b, R). De plus pour tout point x € [a.b], notons S, I'image de
S par 'homothétie de centre p qui envoie g, sur z, alors I'image de Bs(q,, R)
est exactement Bg, (z, R). En sorte que par le lemme 13 on obtient

Volp (Bp (CCo, R)) < 2RC2V018 (BS((]Ov R))

Remarque 2 — 11 existe une constante 1 < 8 < 2 et deux points a’ et
b’ a distance de Hilbert In(3e2f)/2 sur la droite pzg tels que zg soit dans
le segment |a’,V'[ et le cylindre métrique C'(a’,¥’, R) soit contenu dans la
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boule métrique Bp(xg, R) en sorte que par le lemme 13 on obtient cette
fois
R - C1Vols(Bs(qo, R)) < Volp (Bp(zo, R))

Grace aux deux inégalités précédentes on conclut aisément que

Ent(P) = Ent(S)

Justification de la remarque 2 — Pour se convaincre de la véracité de la
remarque 2, on peut envoyer le point p a 'infini, et regarder une coupe de
dimension 2. Sur celle-ci on peut supposer que x( est 'origine, gy le point
de coordonnée (1,0) et 'intersection avec notre convexe le demi-cylindre
infini déterminé par x < 1, et « —2 < y < a.. On considere alors la boule de
rayon R et on vérifie facilement que les points sur la droite y = 0 d’abscisse

o = a(e2R — 1) ot 2" = 70[(621% _ 1)

(2—a) + ae?h (a+ (2 —a)e2l
sont tels que la section planaire du cylindre métrique C'(z’,y’, R) soit bien
dans la section planaire de notre boule. Quand « tend vers 0 la distance
entre 2’ et 2’ tend vers 0, cependant par compacité, quand on fait varier
les sections planaires, on obtient un « minimal et deux points a’ et b’
correspondant respectivement aux z’ et z” associés aux plans pour lesquels
la distance est minimale. On vérifie alors que quel que soit cet o minimal
la distance entre a’ et b’ est égale &

(2—a)+ a€2R>

1
R+-Inl| ————
+2 n((?—a)e2R+a

2.3. Un exemple d’entropie non entiére

Nous présentons ici un exemple auquel nous ne nous attendions pas, car
nous pensions que les convexes dont le bord était affine par morceaux avait
une entropie nulle.

Proposition 14. Soit 2 > o > 1 et définissons le convexe C, comme
la fermeture convexe des points de la forme (1/n,1/|n|%),ez\o et (1/n,2 —
1/[n|*)nez\0- Son entropie vérifie alors

2 _
— < < <
5 < Ent(Ca) < Bni(Ca) <

[V )
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16 C. VERNICOS

Remarque 15. La dimension de Minkowski des points extrémaux de
Co étant 1/2; la majoration que nous obtenons par son intermédiaire est
4/5 qui est plus grand que 2/3.

La démonstration de cette proposition s’appuie sur deux fait essentiels
que nous allons présenter sous forme de lemme. Adoptons la convention
suivante, pour tout couple de points x et y disjoints nous noterons Dy, la
droite qui les relie.

Lemme 16. Soit a, b, ¢ et d quatre points tels que les droites Dy,
Dy et D4 sont distinctes et les produits scalaires {(ab, bc) et (be, cd) sont
positifs. On note q Iintersection des droites (ab) et (cd). On suppose de
plus que C est un domaine convexe dont le bord contient les segments ab,
bc et cd. On considére également le point p & lintérieur du convexe, p’
Pintersection de la droite (pq) avec le segment be et b(R)c(R) I'image par
Phomothétie centrée en p de rapport 0 < tanh(R) < 1 du segment be. Alors
pour 1 —tanh(R) ~ 0, i.e., suffisamment petit pour que la droite Dy(g)c(r)
intersecte les segments ab et cd, on a

29 i) 21+ ) ()

+ exp(—2R) + o(exp(—2R)).

ot BC est I'image de bc par ’homothétie de centre ¢, envoyant p’ sur p et
s est le rapport de bp’ /be.

le second fait, dont la preuve est dans [BBV08], est le suivant

Lemme 17. Soit K un domaine convexe contenant la boule euclidienne
unité et pour p € 0K, notons R(p) € [0, 00) le rayon de la plus grande boule
contenue dans K et contenant p. Alors il existe une constante C' fonction
de K telle que pour tout tout borelien du bord B C 0K on a

(2.6) /B R-¥aH"' < C (H"'(B))? .

Démonstration de la proposition 14. —
Nous adopterons les notations suivante : pour n € N

11
o= ()

et I'image de ce point par ’homothétie, notée h;, de rapport 0 < ¢t < 1
centrée au point (0, 1) sera, elle, notée

en(t) = (37(1—t)+nia)

n
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En raison de la symétrie, nous nous contenterons de regarder la longueur
de la sphere de rayon R sous la ligne y = 1.

On commence par écrire I'équation de la droite Dy d’appui au bord
passant par les points ¢, et ¢,_1 :

(2.7) DY:(n*—(n—1)r—n*"tn-1)""ty=n*"1—(n-1)*""!

n

Nous en déduisons I’équation de son image par I’homothétie h;

(28) Dp(t): (n* —(n—1)"ax —n*"H(n—-1)""y =
O = ) i 17 o)

Borne inférieure de la longueur Concernant cette partie nous donnons les
arguments sans expliciter la totalité des calculs. Un partie d’entre-eux a été
faite & la main et/ou & Paide du logiciel libre « maxima».

On va minorer une partie de la sphere, en fonction de t.

L’idée est que, pour n suffisamment petit (en fonction de t), le segment
¢n(t)en—1(t) est dans la fermeture convexe des points ¢,41,¢n,¢n—1, Cn—2 €t
(0,1).

Ainsi, puisque D, (t) rencontre les segments ¢, 41¢, €t ¢,_1¢,—2, grace
au lemme 16 on aura une minoration précise de la longueur de ¢, (t)c,,—1(t).
Plus précisément on montrera que la longueur est plus grande que R, pour
n bien choisi.

Ainsi, pour t proche de 1 nous allons compter le nombre de cotés de cette
grande sphére qui sont comme ci-dessus expliqués. A cause de la convexité
et de la courbe choisie, il ne nous reste qu’a trouver le dernier segment qui
est dans la bonne position. Ceci va nous amener a relier n et (1 —¢)~!. En
effet notre condition est que c,41 appartient a la droite D¢

1 1
n+1 (n+ 1)
(L= n Y — 1) = g — 1)7 7t —noY)

(2.9) (0% =(n—-1)%) X

)a—l

—-n n—1

Si on suppose que n est tres grand et 1 —1¢ treés petit ’'équation 2.9 implique
que

ala—1) 1

(2.10) L—1)= "o + o)

et pour ces segments, par le lemme 16 nous obtenons (notation évidente)

(2.11) de, (cr(t), cx1(t)) >1 1+t 1n<Ck10k>

n _
1-—t Cik—1Ck
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Un développement asymptotique nous donne alors que
Ckflck B ka+2

2.12 = kot?
(2.12) ck—1cr  ala—1) +of )
1-n/a+2
On en déduit que pour 1 >n >0 et k < (%) on aura
14+t
(2.13) de., (ck(t),cr—1(t)) = nln 1=

En sorte que la longueur de la sphere de rayon R, ce qui correspond a
t = tanh(R), est plus grande que

1-n
R ala—1) 7
Ok tanh(R)
ce qui nous donne une minoration de I’entropie volumique par 2(1—n)/a+2,
et n pouvant étre pris arbitrairement petit, on obtient I'inégalité annoncée.

Remarque 18. En fait, pour tout n, on peut toujours minorer la dis-
tance de Hilbert entre ¢, (t) & ¢,—1(¢) en utilisant le fait que ces deux points
sont dans un trapeze dont trois des cotés sont déterminés par les droites
(cnticn), (cn—1Cn—2) et (cpcn—1). La fonction f(n,t) minorante que on
obtient, pour ¢ fixé, est équivalente a

fln,t) = (ia(i);o}L 0(na1+2)

ainsi une minoration par « le reste » de la série dont la somme est la longueur
de la sphere, comme dans [BBV08], donnera également une minoration de
2

, . .
l'entropie volumique en 1.

Borne supérieure

Pour chaque entier n on considere le parallélogramme P,, défini par le
segment S, = ¢,c,—1 et son translaté ¢ ¢, _; dont le milieu est le point
(0,1). Dans ce parallélogramme on a

1+1¢
Dp, (cn(t), cn-1(t)) = log 1-¢
en sorte que pour tout n on a
1+t
de..(cn(t), car(t)) <In 1;15

ceci nous permet de majorer la longueur de la partie de la spheére déterminée
par les segments ¢, (t)c,_1(t) pour |n| variant entre 1 et (1/(1 —t))*/3 par

1 \/3 1
()Pt
1-t¢ 1-t¢
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Pour le reste de la courbe nous utiliserons, pour ¢ = tanhr, le fait (voir
encore [BBVO08] pour la justification de celui-ci) que sa longueur est plus
petite que

e’ [ RV
B.
ou B, correspond au bord de la courbe déterminée par les segments .S,
et n > (1/(1 —t))'/3 et R est défini dans le lemme 17. On en déduit, par
convexité et & une constante multiplicative C' pres (due au fait que la boule

unité n’est pas incluse dans notre convexe) que
(1-1)'/3
(2.14) er/ R™YV2aH" "t < eTC’(
B

1/2
VvV1+ a2x2a—2dx)
. 0

(1-t)t/® 1/2
Le' ! (/ dx) <e"(1- t)l/ﬁ
0

En combinant les deux majorations on obtient la borne sur ’entropie sus-
mentionnée. ]

3. Les fonctionnelles du bord

Nous présentons ici les aires centro-affine et centro-projective,
certaines de leur propriétés et comment elles sont reliées au
volume des spheres.

3.1. L’aire centro-affine

Définition 19 (Paire centro-affine). Notons K I'ensemble des ouverts
convexes contenant lorigine. Si K € K et si la courbure de Gauss k(K z)
existe en © € 0K, soit u(K,z) la normale unitaire sortante, posons

k(K x)
(x-u(K,z))n1

Alors laire centro-affine est définie par

CAL(K) = / ko (K, )4 dz
oK

ko(K,z) =

Exemple 20. Pour un disque de rayon 1, I’aire centro-affine en un point

a distance r du centre est
27T 1

CA(SY) = —d
() o V1—rcos?d
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On remarquera que pour r = 1, /I — cosd = v/2-sin(1¥/2), en sorte que
Iintégrale ci-dessus est divergente.
Propriété 21. L’aire centro affine est

(1) une valuation, i.e.,
CAK)+CA(L)=CA(KUL)+CA(KNL) pour K,L,KUL € Ky ;

(2) GL(n) invariante;
(3) semi-continue supérieurement sur Kj ;
Notons également que Daire centro-affine d’un ouvert convexe contenant

Dorigine et ’aire centro-affine de son dual coincident.

Notons enfin le fait que I'aire centro-affine est unique au sens du théoreme
qui suit.

Théoréme 22 (Ludwig-Reitzner). Une fonctionnelle ®: Kj — R est
une valuation semi-continue supérieurement et GL(n) invariante si et seule-

ment s’il existe deux constantes cg € R et ¢; > 0 telles que pour tout
KecKiona

(I)(K) =co + Cch(K>

3.2. L’aire centro-projective

Définition 23 (Paire centro-projective). Soit K un ouvert convexe
contenant l'origine. Pour z € 0K notons x* le second point d’intersection
de la droite passant par = et par l'origine, avec K, et posons

2|x*|

T(K,z) = m

alors laire centro-projective est définie par

CP(K) = /aK Ho(K,CB)%T(K7$)%d$

Proposition 24 ([BBV08]). L’aire centro projective est
(1) PGL(n) invariante;

(2) semi-continue supérieurement sur Kj ;
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Exemple 25. Pour un disque de rayon 1, laire centro-projective en un
point & distance r du centre est

1 =2
1y
CPr(8) = 0 1—Tcosq9d19

Gréace a l'invariance, sans passer par un développement en série entiere,
on en déduit que

27
/ 1 do — 2w
o 1—rcos? 1 —r2
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