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D E  C O U R B U R E  S T R I C T E M E N T  N E G A T I V E  

G. BESSON, G. COURTOIS, S. GALLOT 

1. I n t r o d u c t i o n  

De nombreuses in~galit~s de la g~om~trie (quand elles sont optimales) sont 
~quivalentes au calcul du minimum d'un invariant qui est alors vu comme 
une fonction de la gSom~trie. La caract~risation des cas d'~galit~ revient 
souvent A prouver que la g~om~trie pour laquelle cette fonction atteint son 
minimum est unique (& isom~tries pros), il en d~coule alors un th~or~me 
de rigidit& Un exemple classique est donnfi par l'in~galit~ isop~rim~trique 
: soit D u n  domaine born~ de R 2, & bord lisse, soient A son aire et L 
son p~rim~tre (la longueur du bord OD), l'~tude de l'invariant g~om~trique 
L2/A m~ne alors s l'infigalit@ : 

L2/A >_ 47c . 

La caract~risation des cas d'~galit~ est bien un th~or~me de rigidit@ : en 
effet, les boules sont les seuls domaines de R 2 v~rifiant L2/A = 47~. Quand 
l'invariant consid~r~ a un sens g~om~trique naturel, la fonction de la g~o- 
m~trie associ@e admet, parmi ses points critiques, les objets qui poss~dent 
le plus de sym~tries. I1 est doric tentant d'esp~rer, comme c'est le cas dans 
l 'exemple ci-dessus, que cet invariant atteint son minimum pour ces objets 
"sym~triques" et pour ceux-l~ seulement. 

Ces trois aspects : ~tablissement de l'in@galit~ optimale, caract~risation 
des cas d'~galit~ comme correspondant aux espaces sym@triques, unicit~ 
(ou rigidit@) de ces espaces sym~triques, se retrouvent dans notre th@or~me 
principal. Un des corollaires importants de celui-ci est une nouvelle preuve, 
simple et unitize, des th~or~mes de rigidit~ & la Mostow dans le cas des 
espaces localement sym~triques compacts de courbure strictement n~gative 
(de rang un). On remarquera que l'analogie avec l'in~galit@ isop~rim@trique 
classique n'est pas uniquement formelle car celle-ci apparMt dans un des 
volets de ce travail (voir le chapitre 6 et la proposition 9.11). 

Plus pr~cis~ment, soit X une vari~t~ diff~rentiable compacte connexe 
orient~e de dimension n. A chaque m@trique riemannienne g sur X,  on 
associe le syst~me dynamique dont l'espace des phases est son fibr~ unitaire 
UgX et dont le flot est son riot g@od~sique ~g(t). 



732 G. BESSON,  G. C O U R T O I S ,  S. G A L L O T  GAFA 

Dans cet article nous nous int6ressons au minimum global d'une fonc- 
tionnelle faisant intervenir des invariants s la lois de la structure rieman- 
nienne et du riot g6od6sique. A cause de la nature double de ces inva- 
riants l'existence et l'unicit@ d'un minimum global aura des implications 
g6om6triques et dynamiques. Parmi les applications dynamiques possibles, 
nous nous int6ressons en particulier au problbme inverse : est-ce que la 
connaissance de la dynamique donne la g6om6trie? Plus pr6cis6ment, si 
les deux riots sont 6quivalents, est-ce que les vari6t6s riemanniennes sont 
isom6triques? 

Une premihre remarque 6vidente va dans le sens d'une r6ponse posi- 
t ive :  le riot g6od6sique donne les longueurs des g6od6siques p6riodiques. 
On d6finit ainsi le spectre marqu6 des longueurs comme l'application qui 
associe, & chaque classe d'homotopie libre de X, la longueur de la g@od6sique 
p6riodique qu'elle contient (lorsque g est ~ courbure n6gative) (voir [BuK]). 

Pour aborder ces questions nous allons utiliser des informations dy- 
namiques beaucoup plus faibles que la donn6e du spectre marqu6 des lon- 
gueurs. En fait nous travaillons sur des invariants asymptotiques. L'entropie 
topologique est l'invariant le plus naturel associ6 s la situation. Nous ren- 
voyons & la litt6rature pour une d6finition de cet invariant dans le cas g@n6ral 
d 'une m@trique de courbure quelconque. En courbure n6gative, l'entropie 
topologique se d@duit de la connaissance de l'ensemble des longueurs des 
g6od@siques p@riodiques, elles-mSmes donn6es par la dynamique. Rappelons 
sa d6finition, dans ce cas, 

1 
htop(g) = R--~+~lim ~ Log (~{7/~g(7) _< R}) 

off 7 d~signe une g~od~sique p~riodique et tg (7) sa longueur mesur~e par la 
m@trique g. 

Un autre invariant de nature plus g~om~trique, l'entropie volumique, 
est le sujet principal de cet article. Nous rappelons sa d~finition : soit g 
une m~tric~ue sur X,  elle d~finit une m~trique p~riodique sur le rev~tement 
universel X de X, on pose alors : 

entropie volumique de g = h(g) = lim 1 R--.+~ 5 L~176  

off Vol(B(x, R)) est le volume de la boule de centre x et de rayon R dans 
)(.  I1 est ais~ de v~rifier que h(g) ne d~pend pas de x et que la limite existe. 
Le terme entropie est utilis~ & cause de la relation entre cet invariant et 
l 'entropie topologique du ro t  g~od~sique donn~e par le r~sultat suivant : 

T H E O R ~ M E  (Dinaburg, Manning [M]). Si htop(g) d@signe l'entropie topo- 
logique du riot g~od@sique de (X, g) on a 
i) < 
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ii) si la courbure de g est n~gative ou nulle h(g) = htop(g). 

Si X admet une m6trique riemannienne localement sym~trique de rang 
1, il a 6t6 prouv6 qu'elle est un point critique pour la fonctionnelle h 
([KKnWe]) restreinte s l'ensemble des m6triques de volume fix6 (il s'agit 
l~t d'une normalisation naturelle qui a l'effet d'un passage au quotient par 
les homoth6ties). 

Par ailleurs dans ([BsCoG1]) nous montrons que, dans la classe conforme 
d'une telle m6trique (que nous noterons go), go est un minimum absolu de 
h (pour les m~triques g telles clue Vol(g) = Vol(g0)). Un tel r6sultat pour 
htop ~tait prouv6 ant6rieurement dans [K]. 

I1 est tentant de conjecturer que, mSme sans se limiter s une classe 
conforme donn6e, h admet un minimum absolu en g0. I1 y a en fait trois 
problbmes dont l'essence consiste s caract6riser les m6triques localement 
sym6triques par des propri6t6s g6om6triques ou dynamiques. Soit go une 
m6trique localement sym~trique, de courbure strictement n6gative sur X : 

P.1 P R O B L E M E  DU VOLUME MINIMAL. Soit g u n e  m6trique sur X ,  montrer 
que 

Ricci(g) _> - ( n - 1 ) g  '.-Vol(g) _> Vol(g0) 

off go a 6t6 normalisde de sorte que Ricci(g0) = - ( n  - 1)g0. 

P.2 PROBLEME DE L'ENTROPIE MINIMALE. Soit g une m6trique sur X 
montrer que 

Vol(g) = Vol(g0) =:=r h(g) >_ h(go) . 

P . 3  P R O B L E M E S  DE RIGIDITE.  1) Soit g une mdtrique dont le flot gEoddsique 
est Cl-conjugu6 (avec preservation du temps) ~ celui de go, montrer que g 
et go sont isomEtriques. 

2) Soit g une mEtrique ~ courbure negative qui a mgme spectre marque 
des longueurs que go, montrer que g e t  go sont isomEtriques. 

Les problbmes P.1 et P.2 sont 6nonc6s explicitement sous forme de con- 
jectures (dans le cas hyperbolique r6el) dans [Grl] et [Gr2] (voir [Gr2], 
p. 58). Le second est en fait pos6 implicitement par A. Katok ([K]) dans le 
cas de l'entropie topologique. Le problbme P.3 a 6t6 ~nonc6 explicitement 
par A. Katok. 

Remarquons que les r@onses affirmatives aux problbmes P.1, P.2 et P.3 
sont connues en dimension 2 : la solution de P.1 d6coule du th6orbme de 
Gauss-Bonnet, celle de P.2 est donn6e dans [BsCoG1] (la question similaire, 
concernant l'entropie topologique, 6tait r6solue en dimension 2 par A. Katok 
([K])), enfin le problbme P.3 a ~t~ r~solu ind~pendamment en dimension 2 
par C. Croke et J.P. Otal ([Cr], [O]), leur r~sultat restant valable lorsque go 
est une m6trique non sym6trique de courbure n6gative sur une surface. 
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En dimension sup~rieure s 2, dans [BsCoG1], nous donnons une preuve 
de P.1 dans un voisinage de la classe conforme de toute mStrique locale- 
ment sym~trique de type non compact (et de rang quelconque) en prouvant 
qu'une telle m~trique est un minimum local de la fonctionnelle qui, s chaque 
m~trique riemannienne, associe la norme L ~/~ de sa courbure scalaire. 

Dans [BsCoG2], nous donnons une preuve de P.2 et de P.3 pour une 
m~trique g situ~e dans un voisinage de la classe conforme d'une m~trique 
hyperbolique go, ce qui entraine une autre preuve locale de P.1. 

Dans le p%sent article, nous d~montrons la conjecture de A. Katok et 
M. Gromov sur l'entropie minimale d'un espace localement sym~trique de 
courbure strictement n~gative. Nous obtenons plus g~n~ralement le 

THI~IOR~3ME PRINCIPAL.  Soient Y et X deux vari~tds compactes con- 
hexes orientdes de m~me dimension n, re/ides par  une appBcation continue 

f : Y  , X  

de degrd non nul. Supposons X munie d'une mdtrique localement symdtrique 
de courbure strictement negative, notde go. Alors toute mdtrique g sur Y 
vdrifie : 

h~(Y, g) Vol(Y, g) _ [ deg fl  h~( X,  go) Vol(X, go) �9 

De plus, en dimension n >_ 3, l'dgalitd est atteinte si et seulement si (Y, g) 
est localement symdtrique (de m~me type que (X, go)) et s'il existe un 
rev~tement homothdtique, homotope • f ,  de (Y, g) sur (X, go)- 

Ce th~or~me admet de nombreuses consequences que nous classons en 
deux categories : applications de nature riemannienne, applications de na- 
ture dynamique (voir le chapitre 9). En particulier, un corollaire imm~diat 
est la %solution du probl~me P.1 dans le cas off go est hyperbolique %el. 

THI~OREME. Soient Y e t  X deux varidtds compactes connexes orientdes 
de m6me dimension n, re/ides par  une appBcation continue 

f : Y  , X  

de degrd non nul. Supposons X munie d'une mdtrique hyperboBque rdelle 
(c'est-~-dire ~ courbure constante dgale g -1), notde go. A1ors toute mdtrique 
g sur Y v~rifie : 

Ricci(g) _> - ( n - 1 ) g  :. Vol(Y,g) _> [deg f lVo l (X ,  go).  

De plus, en dimension n >_ 3, l'dgalitd est atteinte si et seulement si (Y, g) 
est hyperbolique rdelle et s'il existe un rev~tement locMement isomdtrique 
homoto_pe d f . 

Insistons sur le fait que nous obtenons ce corollaire dans le cas off go 
est hyperbolique %el seulement. La preuve, en effet, repose sur le th6orbme 
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principal et l'in6galit~ de comparaison de R.L. Bishop qui n'est optimale que 
dans le cas de courbure constante. Le probl~me g~n~ral, c'est-s lorsque 
go est localement sym~trique de courbure non constante, est donc ouvert; 
il n'est d'ailleurs pas certain que, dans ce cadre g~n~ral, la r@onse soit 
positive. 

Le cas d'Sgalit~ du th~or~me principal peut 8tre vu comme un r~sultat 
de rigidit~ dont les thSor~mes suivants sont des corollaires imm6diats : 

COROLLAIRE (G.D. Mostow). Soient Y et X deux varibtbs compactes lo- 
calement sym~triques, de courbure strictement n@ative, homotopiquement 
~quivalentes; alors elles sont isom~triques, ~ un facteur homoth~tique pr~s. 

COROLLAIRE (K. Corlette, Y.T. Siu, W. Thurston). Soient Y e t  X deux 
varigt~s compactes localement sym~triques, de courbure strictement negative, 
de m~me type (normalisdes de sorte que le maximum de leurs courbures 
sectionnelles soit -1), reli~es par une application continue f : Y ~ X ,  de 
degr~ non nul. Si Vol(Y) = ]deg f[ Vol(X), a/ors il existe un rev~tement 
riemannien de Y sur X homotope g f .  

Nous donnons ainsi une preuve unique de l'ensemble des th~orbmes de 
rigidit5 ci-dessus, et relativement simple puisqu'elle n'utilise que des ar- 
guments de g~om~trie riemannienne 51~mentaire : par exemple, nous ne 
retenons de la gSom~trie des espaces sym~triques que la seconde forme 
fondamentale des horosph~res dont le calcul peut 5tre fair ~ l'aide de la 
dStermination de terrains champs de Jacobi (voir le chapitre 5). 

Un corollaire surprenant du cas d'~galit~ du th~or~me precedent est un 
th~or~me de rigidit~ pour les mStriques d'Einstein en dimension 4. 

THI~OREME. Soit X une vari~t6 compacte de dimension 4 qui admet une 
mdtrique hyperbolique rdelle go; Mors, ~ homothdties prbs, celle-ci est la 
seule mgtrique d'Einstein sur X.  

Remarquons que, darts le cas du thfior~me de rigidit~ de Mostow cit~ 
ci-dessus, l 'hypoth~se localement sym~trique (par exemple "courbure see- 
tionnelle constante") impose a priori le rev~tement universel riemannien de 
la variStS, doric le module local de celle-ci (~ isometrics pros). Le probl~me 
de la rigidit~ devient alors de nature essentiellement alg~brique. 

A contrario, l 'hypoth~se "Einstein" ne fixe pas le module local de la 
vari~t& Pour d~montrer un r~sultat de rigidit~ sous cette hypoth~se il 
faut doric au prSalable, par des considerations de nature globale, arriver 
s ~liminer les autres modNes loeaux possibles. 

En utilisant de nouveaux invariants de dimension 4 introduits par N. Sei- 
berg et E. Witten, C. LeBrun ([Le]) prouve le r~sultat suivant : 
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THI~OREME (C. LeBrun). Soit X une varidt6 compacte de dimension 4 
qui admet une mdtrique hyperbolique complexe go; alors, ?~ homothdties 
prbs, celle-ci est la seule m~trique d'Einstein sur X. 

Le th~or~me principal fait intervenir l'entropie volumique associSe aux 
m~triques en presence, mais, en utilisant le th~or~me de Dinaburg et Man- 
ning, nous pouvons ~noncer le mfime r~sultat avec l'entropie topologique 
des rots  g~od~siques associ~s respectivement s g e t  s go. Or l'entropie 
topologique est un invariant de C~ Nous obtenons alors le 

THEOREME.  Soit (X, go) une vari~t~ compacte 1ocalement sym~trique de 
courbure strictement n~gative. Toute vari6t6 dont le rot gdod~sique est 
C 1-conjugud ~ celui de (X, go) est isomdtrique ~ (X, go). 

Ce th~or~me d~coule donc du cas d'6galit8 dans le th~or~me principal 
et des remarques pr~cSdentes. Un des points cruciaux consiste s montrer  
que, si les deux variStSs ont leurs riots gSodSsiques conjuguSs, elles ont 
mSme volume, c'est pour ce point que l'hypoth~se de Cl-conjugaison est 
importante; toutefois, si go est hyperbolique rSelle et si l 'autre variSt~ est 
de courbure strictement nSgative, la C~ suffit grs s un r~sultat 
de U. Hamensts ([H2]). 

De ce thSorSme se dSduisent trois r6sultats de rigidit8 faisant inter- 
venir le ro t  gSodSsique. Si (X, g) est une variSt~ riemannienne compacte 
de courbure strictement n~gative, son riot gSod~sique est d'Anosov et la 
dScomposition correspondante donne lieu s quatre feuilletages : stable, 
central stable, instable et central instable. Dans [BenFoL], Y. Benoist, 
P. Foulon et F. Labourie montrent que, si cette dScomposition est C a ,  le 
ro t  est C~-conjugu~ au rot  gSodSsique d'une variSt8 localement symStrique 
de courbure strictement n~gative. Alors le thSorSme principal donne le 

COROLLAIRE. Soit (X, g) une vari~td compacte de dimension > 3 et de 
courbure strictement ndgative dont la dgcomposition d'Anosov est C r162 , a/ors 
g est localement symdtrique (de courbure strictement ndgative). 

Une variSt8 simplement connexe est dite harmonique lorsque toutes ses 
spheres g~od~siques sont de courbure moyenne constante. Une conjecture de 
A. Lichnerowicz pose la question de savoir si une telle variSt~ est toujours un 
espace symStrique de rang 1. En courbure positive, cette question est rSsolue 
positivement par Z. Szabo ([Sz]). En courbure n~gative, il existe des contre- 
exemples dus s E. Damek et F. Ricci ([DRi]) mais ceux-ci n 'admet tent  
pas de quotients compacts. Le th~or~me suivant r~sout la conjecture de 
A. Lichnerowicz dans le cas d 'une variSt~ harmonique de courbure n~gative 
qui admet  un quotient compact. Ce rSsultat se g~n~ralise au cas asymp- 
totiquement harmonique, c'est-s au cas off seules les horosphSres sont 
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suppos~es de courbure moyenne constante; en effet, dans ce cas, P. Foulon 
et F. Labourie ([FoL]) prouvent que le ttot g~od~sique de (X,g) est C ~-  
conjugu~ ~ celui d'un espace localement sym~trique de rang 1. Nous obtenons 
donc le 

COROLLAIRE.  Soit (X~ g) une vari~t~ riemannienne compacte de courbure 
strictement negative dont le rev~tement universel est asymptotiquement 
harmonique, a/ors celui-ci est un espace sym~trique. 

Sur le fibr~ unitaire tangent d'une vari~t~ riemannienne compacte de 
courbure n~gative sont d~finies plusieurs mesures canoniquement associ~es 
5~ la m~trique riemannienne. Parmi elles, consid~rons la mesure de Bowen- 
Margulis et la mesure harmonique. Pour une d~finition de ces mesures, voir 
par exemple [Led1]. Le corollaire suivant nous a ~t~ sugg~r~ par F. Ledrap- 
pier. 

THI~OR~3ME. Soit (X, g) une vari~t~ riemannienne compacte orientable 
telle que la mesure de Bowen-Margulis et la mesure harmonique assocides 
g sont proportionnelles, alors (X, g) est localement symdtrique. 

Comme ingredient essentiel du th~or~me principal, nous construisons un 
invariant associ~ h une representation p du groupe fondamental F de X dans 
G = Isom(.J(, go), le groupe des isom~tries de Fespace localement sym~trique 

Bien que cet argument ne soit pas utilis6 dans la preuve, il peut 6tre in- 
structif de remarquer que, en vertu du th6or~me de rigidit6 de G.D. Mostow, 
une telle repr6sentation p e s t  unique (s conjugaison pr6s) et que notre in- 
variant ne d6pend que de X et de sa structure localement sym~trique et 
pas de la repr6sentation p choisie, (n = d i m X  _> 3). En fair, m6me en 
dimension 2, eet invariant se trouve ne pas d6pendre de la repr6sentation p 
ehoisie (voir le chapitre 6). 

Nous appelons cet invariant le volume sph6rique de X et nous le notons 
"Sphere Vol(X)". 

L'in6galit6 du th6or6me principal repose alors (par exemple lorsque Y = 
X) sur les deux relations suivantes : pour route m6trique riemannienne g 
s u r  X ,  

( Vol(X, g) , (1.1) Sphere Vol(X) 
- < \  4n J 

Sphere Vol(X) = ( h(go)2 ~ n/2 Vol(X, g0).  (1.2) 
\ 4n J 

Afin de d~finir SphereVol(X), la construction de base consiste ~ con- 
sid~rer la famille des applications de .~ dans la sphere unit~ de l'espace de 
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Hilbert L2(OX) (oh 0) (  est le bord g~om~trique de _~ pour la m@trique 
go) qui sont ~quivariantes pour la repr@sentation p de F dans G et une 

repr@sentation naturelle de F dans L2(0.~). Le volume sph~rique est l'infi- 

mum, pour ces applications ~, du volume dans L2(0)~) de O(U), o~ U C ~" 
est un domaine fondamental de X.  

L'in~galit~ (1.1) consiste & associer ~ chaque m6trique g sur X une famille 
d'applications Oc li~es & l'entropie de g (la d~finition exacte des applications 
~c est donn~e en 2.3.b) et & v~rifier que l'infimum en c des volumes de Oc(U) 

dans L2(0.~) est major~ par ( h(g)~ ~n/2 Vol(X,g). 
\ 4 n  

En fait, le volume sph~rique peut ~tre d~fini pour une vari~t~ quelconque, 
et l'in@galit~ (1.1) reste valable dans ce cadre tr~s g6n~ral (voir [BsCoG1]). 
En revanche, l'@galit6 (1.2) exige la presence sur X d'une m~trique locale- 
ment sym~trique. L'~galit6 (1.2) consiste h montrer clue le volume sph~rique 
de X est rSMis~ ~par une application ~0 particuli~re, donn~e par le noyau 
de Poisson de (X, go)- Pour cela, nous utilisons la m~thode de calibra- 
tion, c'est-&-dire que nous construisons une n-forme diff~rentielle ferm~e sur 
L2(0X) qui atteint son maximum sur tout n-rep~re orthonorm~ direct tan- 
gent s l 'image de ~0; cel]e-ci s 'obtient s l 'aide d'une notion de barycentre 
pour toute mesure port6e par 0-~ et de la forme volume de ()(, g0). 

L'in~galit@ principale apparMt donc comme li~e s un probl~me de "sous- 
varietY" minimisante, le barycentre r~alisant une sorte de projection de toute 
autre sous-vari~t@ sur cette sous-vari~t@ minimisante qui diminue la forme- 
volume. En dimension deux, nous utilisons une structure ks na- 
turelle sur la sphere unit~ de L2(0)()  et montrons que ]'image de ~0 est une 
sous-vari@t~ complexe, en sorte que cette derni~re est calibr@e naturellement 
par la forme de Ks Dans ce cas ~galement l'in~galit~ isop~rim~trique 
classique de R 2 joue le rSle central. 

Le barycentre fournit une application ~r de L2(0)~) sur )~ telle que ~r o 
O0 = id. Dans les cas d'~galit~ du th~or~me principal et de ses corollaires, 
nous prouvons que la famille des applications Or ~voqu@es ci-dessus est telle 
que ~r o ~ converge (quand c tend vers l'entropie de g) et que sa limite soit 
une isom@trie de (X, g) sur (X, go). 

Travaillant avec des formes diff~rentielles, une modification de la con- 
struction de base permet d'obtenir, avec la m~me technique, le cas off Y 
et X sont deux vari~t@s compactes distinctes reli~es par une application de 
degr@ non nul. Le cas d'~galit~ s 'obtient par la m~me m~thode. 

Dans les chapitres 2 et 3, nous donnons la construction de base et 
d~finissons les invariants utilis~s. Apr~s un bref rappel de la m~thode de ca- 
libration au chapitre 4, nous prouvons l'in~galit~ centrate en 5. Le chapitre 6 
concerne le cas de la dimension 2. En 7, nous ~tudions le cas d'@galit6 et 
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en 8 le cas de deux vari~t~s distinctes. Les applications sont d~crites au 
chapitre 9. 
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2. Immers ions  ~quivariantes  

Toutes les vari~t4s considdr~es seront suppos~es compactes et orient~es. 
On se propose dans ce chapitre de d4crire la cbnstruction fondamentale 

permettant  de prouver le th~or~me principal. L'id~e de base est de r~aliser 
X ,  le rev~tement universel de la vari~t~ X,  comme sous-variSt~ d'un es- 
pace de Hilbert par une immersion "aussi isom~trique que possible". Cette 
construction appara~t d~j~ dans [BsCoG1]. 

On rapp@e que X est une vari~t4 diff4rentiable compacte connexe et 
orient4e et X est son revStement universel, le groupe fondamental ~tant 
not~ F. 

On suppose X munie d'une m~trique localement sym~trique de cour- 
bure strictement n~gative, not4e go. En relevant go, nous munissons X 
d'une m~trique sym~trique qui nous servira de m~trique de r~f~rence et 
clue nous conviendrons de noter encore go- En choisissant une origine dans 
X on peut alors l'identifier (comme vari~t5 diff~rentiable) s la boule unit~ 
B(0, 1) de R n. De m~me le bord g4om~trique 0) (  (voir [BaGrS]) s'identifie 

naturellement h S n-1. L'origine de )(  sera notre o. 
Le groupe F agit sur X par transformations de revStement. Soit d8 la 

mesure de probabilitd canonique de (9)( = S n- l ,  nous allons v~rifier que 
F agit 5galement isom~triquement dans l'espace L2(OX, dO) des fonctions 
r~elles de carr~ int~grable. 

Rappelons d 'abord quelques dSfinitions (voir [BaGrS]) : 

a) Soit 8 un point ~ l'infini de ) (  (c'est-k-dire sur 0)()  et c(t) la demi- 
g~od4sique infinie joignant o h 0, on d4finit la fonction de Buseman B0 de 
centre 8 par, 

B 0 ( x ) =  lira [do (x , c ( t ) ) - t ]  
t--*+c~ 
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off do est la distance associ6e s go sur 2(. 
Avec cette convention, pour tout O' de OX different de O, 

lira Bo(x) = +(x~ et Bo(o) = O. 
X-. .~ O ! 

b) Le noyau de Poisson associ~ h la m~trique sym~trique de courbure 

strictement n~gative de ~? est la fonction, 

po(x,O) = exp ( - hoBo(x)) 

off h0 est l 'entropie de la m~trique go. Le revStement universel )( ,  muni 
de ta m~trique relev~e go, est donc un espace hyperbotique r~el, complexe, 
quaternionnien ou un plan hyperbolique de Cayley. Si d d~signe la dimen- 
sion du corps ou de l'alg~bre de base comme espace vectoriel r6el, l 'entropie 
de go s'exprime en fonction de d et de la dimension n de X (comme vari6t~ 
r~elle). Plus pr~cis~ment, si la courbure sectionnelle de go, notre K(g0), est 
normalis~e pour satisfaire 

K(go) - - 1  dans le cas hyperbolique r~el, 

- 4  <_ K(go) < - 1  dans les autres cas. 
o n  a 

h(go) = ho = ( n - d )  + 2 ( d - l )  = n + d -  2 .  

I1 faut noter que s i n  = d, c'est-~t-dire si X est la droite complexe, quater- 
nionnienne ou de Cayley, l 'espace est un espace hyperbolique r~el de cour- 
bure constante ~gale s -4; de plus, si d = 8, n doit ~tre 6gal s 16, l 'espace 
hyperbolique de Cayley n'existant qu'en dimension r6elle 16. 

Le noyau de Poisson est ici normalis~ en sorte que 

po(o,O) = 1 pour tout 0 . 

Rappelons que la fonction P0 est harmonique par rapport s la variable x et 
que la mesure de probabilit~ p0(x, O)dO converge vaguement vers la masse de 

Dirac 6Oo lorsque x tend vers un point 00 de 0)( ,  le long d'une g~od6siqtm. 
Soit G le groupe des isom~tries de )( ,  les ~l~ments de G agissent sur OX. 

On a alors la proposition standard suivante : 

2.1. PROPOSITION. Le jacobien de g E G agissant sur OX v~ritie 

3ac(g)(o) = po(g- l (o) ,O)  

De ta proposition pr~c~dente, en posant x = g(o), on d~duit la relation, 

po(')'X,O) -~- pO(X, ' ) ' - i  ( 0 ) ) p 0  (~'(O),  0)  �9 

L'action de F sur L2(0-~, dr0), l 'espace des fonctions r~elles de carr~ int~grable, 
peut  donc ~tre d~finie par : 

"y(f)(O) = f(7-1(O)) ~/po('~(o),O) . 
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Cela revient s consid~rer Faction de 7 sur la mesure f2 (O)dO. La fonc t ionf  
est done pens~e comme une demi-densit~. 

2.2. LEMME. Ainsi d6tinie, 1'action de F sur L2(O_~, dO) est isomdtrique. 

=f:(O)dO. 

Preuve : 

/ ( 7(f))2(O)dO = / f2(7-1(O))P~176 

= / f2 (7-1(0)) Jac('y-1)(O)dO 

Dans l 'espace L2(O_~, dO) nous noterons S ~ la sphere unit6. Nous allons 

consid~rer des applications lipschitziennes de 3~ dans l ' intersection du c6ne 
des fonctions positives avec S ~ : 

�9 : 2 , S ~ C L2(OX, dO) 
qui sont F-~quivariantes, c'est-h-dire qui v~rifient : 

(I)(7(x)) = 7((I)(x)) , pour tout  7 e r .  

De telles applications peuvent  ~tre consid~r~es comme des fonctions des 
deux variables (x, 0) que nous noterons encore (I). Les trois conditions se 
t raduisent  alors par 

i) fo~2(x,O)dO= 1 
ii) o) = o). 

iii) q?(x, O) > O. 
2.3 Q u e l q u e s  e x e m p l e s ,  a) S0 = v/fig est un exemple d 'une  telle appli- 
cation. I1 est aisd de vdrifier que (I) v~rifie (i), (ii) et (iii) (el. 2.1) (rappelons 
que dO est normalisde pour 6tre une mesure de probabilitd). De la ddfinition 
de Faction de G dans S ~ on d6duit que l ' image de l 'application (I)0 est 
l 'orbite de la fonction constante dgale ~ 1 sous cette action. 

b) Soit g une autre m6trique sur X.  Nous noterons dgalement g sa relevde 

J~, d la distance associ6e sur )(  et dvg la forme volume eorrespondante.  
Nous considdrons les fonctions 

q~c(x,O)=(/ e-cd(x'Y)po(y,O)dvg(y)) 1/2et q)c(x, 0)= kV~(x,O) 
( ~o~ ~(x,O)dO) '/~ 

off c est un nombre r~el v~rifiant 

c > h(g) = entropie de g , 

ce qui assure que kV~(x, .) et (I)c(x, .) sont d~finies en tan t  qu'~l~ment de 
L2(02). 

Plus pr~cis~ment, on a l e  
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2.4. LEMME. L'application x ~ (I)~(x..) est ~quivariante et de classe C 1 de 
( 2 ,  g) dans 1'espace de Hilbert L2(OX). 

Preuve : L'~quivariance de ~ d~coule de l ' invariance de d et de dvg par 
F. L'fiquivariance de (I)c d~coule de celle de ~c et de la F-invariance de 
l 'appl icat ion x ~ f o ~  ff2~(x, O)dO. 

Toutes les fonctions consid~r~es sont positives, on peu t  donc appliquer  
le th~orbme de Fubini  : 

= fo~ ~ e-cd(:~'Y)po(y,O) dvg(y)dO 

=j[~e-~a(~'Y)(ffo~PO(y,O)dO)dvg(y) 

= ~ e-~a(~:'Y)dvg(y) < +oc 

c a r  c > h(g). 
Pour  prouver  que Oc est de classe C 1 comme applicat ion ~quivariante de 

) (  darts L2 (0X,  dO) il suffit de montrer  que ~c est de classe C 1 , s valeurs 
dans L2(OX, dO). Remarquons  que, pour  y fix~, la fonction x H e -~d(x,y) 
n'est  pas de classe C 1 mais est continfiment diff~rentiable en x au point  x0 
si y n 'appar t ien t  pas au lieu de coupure Cut(xo)  de x0. L 'ensemble  Cut(x0)  
est de dvg-mesure nulle. 

Soient u un vecteur  tangent  A ) (  en x0 et xt une g~od~sique par tan t  de 
x0 et tangente  s u en x0, en appl iquant  le th~orbme de convergence domin~e 
pour  des applicat ions & valeurs dans un espace de Banach (voir [Sc], p. 8) 

1 la fonction 7 (~(xt ,  .) - ffY~(x0,-)) on montre  que cet te  fonction converge, 

dans L2(0) ( ) ,  vers ( u .  ~c) (xo , ; ) ,  off :  

(u-  ~c) (x ,  0) - 1 2q2c(x,O) ( - C ]xe-Cd(x'Y)(u " d)(x, y)Po(y, O)dvg(y)) �9 

La dominat ion  de l ' int~grant repose sur les in~galit~s 
(2 -e~d(x"X))e -cd(~'y) < e -~d(~''y) < e~d(x"~)e -cd(x'y) 

pour  tout  x, x' et y dans )( .  
Par  applicat ion du m~me th~or~me et en utilisant l'infigalit~ lu �9 d I _< 

g v / ~ ,  u) on montre  que la d~riv~e directionnelle u .  kOc(X, .) d @ e n d  con- 

t infiment de (x, u) (comme fonction & valeurs dans L2(OX, dO)). 
Remarquons  que nous avons l'in~galit~ 

C 
< o 

Le second exemple que nous obtenons  par  cet te  construct ion est alors 
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On v6rifie alors, en uti l isant le th~or~me de Pythagore  comme ~ la page 
430 de [BsCoG1], 

fox 
2.5 M~triques images r~ciproques. 

C 2 _< -i-g(~, ~). 

L orsque 1'application ~quivariante 
est une immersion, on peut  d~finir sur X la m~trique image r~ciproque, 

g~ = ~* (can) 

off can est la m6trique canonique de S ~ (restriction ~ S ~ du produit  scalaire 
hilbertien de L2). 

De l '~quivariance, on d~duit imm6dia tement  que g* passe au quotient  
sur X,  nous noterons cette m6trique encore ge. 

La formule de d~finition d 'une m~trique image r6ciproque est : 

fo  (x,O)12dO g , (~ ,  ~)~ = 

c'est-5-dire la norme L 2 en 0 de la diff6rentielle de �9 en x dans la direction 
de u. 

Lorsque (I) n 'est  que lipschitzienne, cette formule a un sens pour presque 
tout  x et g~(x) est alors une forme quadrat ique positive ou nulle, born~e en 
norme L ~ .  

Par  la suite nous ne consid6rerons que des applications �9 satisfaisant 
cet te condition. Nous parlerons de la mdtrique 9~ par abus de langage. 

2.6 R e t o u r  aux exemples, a) Si ~0 = v ~ ,  c'est-s 

alors 

u ~(x ,O)  = - ~ ( u .  B o ( x ) ) v % ( x , O )  . 

De la d~finition de Be, il d~coule que - V B o  est le vecteur unitaire 
tangent  ~ ) (  en x d~termin4 par le point ~t l 'infini 0 (c'est le vecteur tangent  
en x s la g~od4sique joignant  x ~ 0); posons go(u, v) = (u, v), nous obtenons 

h~ ~ gv, N(u, u)x = 4 ~( , VBo)2po(x, O)dO. 

I1 est bien connu que l 'application 0 H - V B o  r6alise un diff6omorphisme 
entre la sph6re ~ l'infini et la sph6re unit6 de T.~)(, dont le jacobien est 
pr6cis6ment P0, d'ofi 
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U~)( d6signant la sphere unit6 en x et da~ sa mesure canonique. 
On a donc 

[ (u,v)2da,(v) =1 -~go(u, u) 
dU.X  

d'ofi 
h 2 

0 
g , m  = ~ g 0  �9 

L'application ~0 est donc une immersion homoth~tique. On vdrifie aussi 
ais~ment qu'elle est un plongement.  Le calcul pr6c6dent aurait pu 6galement 
se d~duire du fait que l ' image de ~0 est une orbite de Faction de G. Nous 
appellerons ~0 "plongement par le noyau de Poisson". 

b) Des calculs faits en 2.3 b e t  2.4, on d6duit 
c 2 

gr < ~ -g .  

L'application ~c de l 'exemple 2.3 b (voir aussi 2.4) d6croit (s la constante 
c2/4 pros) la m6trique. 

2.7 Remarque : Dans [BsCoG1] nous utilisions des immersions (ou appli- 
cations) 6quivariantes de .~ dans la sphere unitaire S ~ C L2(N., dvgo) pour  

la mesure associfie s la m6trique go sur 2(, invariante par l 'action de F. Si 
est une telle application, elle peut  8tre consid~r~e comme une fonction de 

deux variables sur X satisfaisant : 
i) ~ ( x , y ) = r  Ty), v T e r  

ii) fz~2(x,~)dvgo(~)= 1. 
iii) �9 > O. 
Sous des hypothhses analogues aux pr6c6dentes nous pouvions d6finir la 

"m~trique" gr 
Consid6rons alors l 'op6ration suivante : soit ko(t, x, y), le noyau de la 

chaleur sur A', et 

~,(x,Y) = ( f~2(x,z)ko(t,z,y)dvgo(z)) 1/2 

~t est encore une application 6quivariante de )(  darts S ~ .  On v6rifie, par  
l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz, que la famille de m6triques gr est d6crois- 
sante, c'est-s que 

v u c T~S: g~,(u, ~) < 9r (~, ~) si t > t ' .  

Par ailleurs la famille 92(x, y)dvg o (y) de mesures de probabilit6 sur )(  con- 

verge, lorsque t croit, vers la mesure (port6e par le bord 0)()  2 ~ ( x ,  O)dO, off 
)1/2 

~(x ,O)  = ( f~q~2(x,z)Po(z,O)dvgo(z) , 

qui est donc du type pr6c6dent. 
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On pourrait alors montrer que go~ est la limite des go,- Pour 6viter les 
d~tails techniques qui en r6sulteraient, il est Er6f6rable d'utiliser directement 
des applications ~ valeurs dans S ~ C L2(OX, dO). 

3. Le v o l u m e  s p h ~ r i q u e  

Nous nous int~ressons maintenant au sous-ensemble du cSne des m~triques 
riemanniennes (~ventuellement d~g~n~%es) constitu~ des tenseurs du type go. 

Si g est une m~trique quelconque sur X,  d~signons par g ~galement sa 
relev~e sur X,  on peut comparer go s g en prenant la trace de go par 
rapport h g, soit Traceg(go)(x). C'est une fonction sur )(,  invariante par 
F, que nous consid~rerons comme une fonction sur X.  

Soit N" = { ~ \ ~  satisfaisant les conditions i), ii) et iii) de 2.2}. 

3 . 1 .  D I ~ F I N I T I O N .  Nous d~finissons les hombres 

Tp(g,O) = / •  [ Traceg(go)(x)] p/2 dvg(X), 

Tp(g) = inf{Tp(g, O)\O e N'} , 

SphereVol(X)=Inf{/xV/detg(gv(x)) 'dvg(x) \~2EN" } �9 

off detg go = det[go (ei, e j)], pour n 'importe quelle base g-orthonorm6e {el}. 

3.2 Remarque : Sphere Vol(X) ne d6pend pas de la m6trique de r6f6rence g 
choisie pour le calculer, c'est done un invariant de la structure diff6rentiable 
de X. 

3.3 LEM E. go). 

Preuve : L'~gali% %sulte de 

h 2 
0 

g v ~  = ~-~n g0 

(cf. 2.6 a). D 
Cette ~galit~ fait apparaitre un lien entre les quantit~s Tp et l'entropie, 

il est p%cis~ dans la proposition suivante : 

3.4 PROPOSITION. Pour tout p > 0 et toute m~trique g, 
i) Tp(g) < 

__ [ h(g) 2 ~ n/2 Vol(X, g). ii) SphereVol(X) < t - -7~ J 

Preuve : Afin de prouver cette in~galit~ il suffit d 'estimer Tp(g, ~2) pour cer- 
taines applications O. Nous allons prendre les (I}c de l 'exemple 2.3 b (voir 
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aussi 2.4). I1 est s noter toutefois que l'in~galit~ 
c 2 

gee < ~ - g ,  

qui est d~montr~e en 2.4, n'est pas suffisante, en effet elle ne donne que 

Tp(g) < nP/2 ( h~---~) ) PVol(X,g) 

par contre, si {ei} est une base g-orthonorm~e de l'espace tangent s _X en 
X~ 

En utilisant, comme dans [BsCoG1, p. 430], le th~or~me de Pythagore, nous 
obtenons 

1 
Traceg(g'c)(x) < fax ff22~(x'O)dO ( ~i ~x(ei'qlr O)dO) 

en appliquant l'in~galit~ de Cauchy-Schwarz s la formule donn~e darts la 
preuve du lemme 2.4, il vient 

_ c2 dvg)(~ e-cd(ei.d)2po dvg ) (ei.kO c)2(x,O) < ~c ( ~ e-Cd po 

<_ c4 ( ~ e-cd(~:'Y)(ei.d)2(x,y)po(y,O ) dvg(y)) . 
La diff~rentielle de d ~tant de norme 1 (pour la m~trique g qui d~finit cette 
distance), 

n 

~-~(ei.d)2(x, y) ---- 1 pour tout (x,y) 
i = l  

d'ofi 

et donc 

n C2 2 
< 

i----1 

c 2 
Traceg(gr ~ -~ 

on ach~ve la preuve de i) en int~grant cette in~galit~ apr~s l'avoir ~lev~e s 
la puissance p/2, en prenant l 'infimum en �9 et en remarquant que 

h(g) = inf {c\~c(x,.) E L2(OX.,dO) pour tout x} ; 

l'in~galit~ ii) d~coule du fait que 

~/deta(g r _< (~ Tracea(g ~))nt2 . [] 
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4. La  m 6 t h o d e  d e  c a l i b r a t i o n  

a) Le c a d r e  classique.  C'est une m@thode qui a ~t~ utilis~e par de 
nombreux auteurs (voir en particulier [Ber] et [Mo] pour des exemples 
d'utilisation). 

toute application ~, lipschitzienne, d'une vari~t5 riemannienne com- 
pacte orientable (X,g) dans une vari~t~ hilbertienne N, on peut associer 
son volume, d~fini par la formule 

Vol(r = fx I detg(g~)tl/2 .~vg, 

off go d@signe l'image r~ciproque par �9 de la mStrique hilbertienne de 
N, qui est d~finie presque partout, et off dete(gr ) est le dSterminant des 
gr ey) relativement 5, toute base g-orthonorm~e {ei}. Cette d~finition 
est ind@pendante du choix de g. 

Une d@finition ~quivalente consiste & d@finir le volume de �9 comme le 
supremum, pour toutes les n-formes ~ (n = d imX)  d~finies sur N. de la 
quantit~ 

v~(~)_ comasse(~) r 
oh la comasse de ~ est d~finie comme le supremum, pour t ous l e s  y E 
N e t  tous les n-uplets {Y1,.--,Y,~} de vecteurs orthonorm~s de TyN, de 
I%(rl,..., rn)l. 

Si l'on consid~re maintenant le supremum de Vr pour toutes les n- 
formes ferm~es ~, on obtient un invariant, appel~ "masse de ~", qui minore 
Vol(~). La masse ne dSpend clue de la classe d'homotopie de ~. 

Nous dirons clu'une n-forme ferm~e w sur N calibre l'immersion ~0 si et 
seulement si, pour tout point x de X et toute base U1, . . . ,  U,~ de TzX, on a 

[ ~0 (~) (de0 ( U ~ ) , ,  de0 (U~))1 
= comasse(co)- lld~o(U])A--. A dr I , (4.1) 

05_ ]ld@o(U1) A . . .  A d'I'o(Un)ll est ~gal A I det(gr Uj))i,jl 1/'2. 
On a la 

4.2 PROPOSITION. S'Jl existe une n-forme fermde qui calibre/'immersion 
r aJors Vo1(r e~t le minimum des Vol(r po~r toute~ les r lip~ehit~i- 
ennes homotopes ~ ~o. 

Preuve : De la d~finition ci-dessus, on d~duit 

Vol(~0) = masse(~b0) = masse(O) _< Vol(~) . n 
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b)  Le c a d r e  ~qu iva r i an t .  Nous consid~rons l'ensemble Af des applica- 

tions lipschitziennes, positives et F-~quivariantes, de X dans la sphere unit~ 
S ~176 de L2(0A'). Pour toute g EAf ,  gr passe au quotient, nous pouvons 
donc d~finir Vol(g) comme ci-dessus, par int@gration sur X de I detg(g )ll/2. 
Deux applications g0 et g l  de Af sont toujours homotopes par  l 'homotopie 
canonique : 

H(t,x) = ((1 - t)go2(X) --~ tg12(x))1/2 

Remarquons que, si ~ est une n-forme ferm~e sur S ~ ,  invariante par Faction 
de F sur S ~ ,  alors H*(w) est une forme ferm~e sur )~ • [0, 1] qui passe 
au quotient en une forme ferrule sur X x [0, 1]. En effet nous avons, par 
~quivariance de H(t, .), 

(H  o 7)(t, x) = H(t, 7x) = (V o H)( t ,  x) . 

Ceci implique, du fait de l'invariance de ~z, 

7*[H'w] = (H  o 7)*(w) = (V o H)*(w) = H*(7*w) = U*w . 

De la m~me mani~re, g~(w) et g~(~) passent au quotient sur X.  Comme 
H*(w) est une forme ferm~e sur X • [0, 1], on obtient en appliquant la 
formule de Stokes 

/ xg~(w)  = / x g ~ ( ~ )  " 

Le fait que g0, g x  et H ne soient que lipschitziennes ne nuit en rien 
l 'argument ci-dessus, en effet les formes g~(w), gT(~) et H*(a)  sont d@finies 
presque partout et s coefficients born~s donc int~grables. L'~galit5 ci-dessus 
peut  se prouver rigoureusement par r~gularisation de g0 et g l .  Nous don- 
nons plus loin un argument faisant intervenir la th~orie du degr5 (voir re- 
marque 4.4). 

Nous avons la 

4.3 PROPOSITION. S'il existe une n-forme fermge F-invariante qui calibre 
l'immersion go, a/ors Vol(g0) est le minimum des Vol(g) pour routes les 
g E.t~f et 

Sphere Vol(X) = Vol(g0) . 

Preuve : Du raisonnement precedent et de l 'hypoth~se de calibration, nous 
d@duisons, pour toute application g E A/" et pour un choix convenable de 
l 'orientation de X,  

comasse(w) " Vol(go) = / xg~(w)  = / x g * ( w )  

_< comasse(w). Vol(g) . 
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Le r~sultat d~coule alors de la d~finition mSme du volume sph~rique. [] 

~.~ Remarque : Dans ce qui suit nous construisons une application 

, 2  
~quivariante sous Faction de F, de classe C ~ et telle queer o ~o = id. Nous 
posons alors Q = 7r*(cv0), off vo est la forme volume de X pour la m6trique 
g0 (localement sym~trique de courbure strietement n~gative). Nous con- 
sid4rons ensuite les applications de X dans Jr, F-~quivariantes : 

Fc = 7r o ~c , 

off ~5c est d6finie au chapitre 2 s partir d'une m~trique riemannienne sur X.  
Les applications Fc sont lipschitziennes et homotopes & l'identit~, en 

effet toutes les ~c sont homotopes s ~0 = x / ~  et par construction F0 = 
~r o ~0 = id. En consequence, elles sont de degr~ 1 et donc 

7;o..,.,:/ .o:vo..o,:l 
La th~orie du degr~ s'applique bien stir dans le cadre lipschitzien (voir [F], 
p. 383), ce que l'on pent prouver par r~gularisation. 

Darts le chapitre 8, nous traiterons le ca~ de deux vari~t@s Y et X reli4es 
par une application f : Y --+ X de degr~ non nul. Nous construisons de 
re@me des applications Fc homotopes & i et donc de m~me degr@. Si Q0 
d@signe toujours la m@trique localement sym~trique de courbure strictement 
n4gative sur X alors l'~galit6 ci-dessus devient, dans ce cadre : 

. / ;  F* (aJ0) = deg(f)  ./~ a~o = deg(f)Vol(X,90)  . 

I1 reste ~ construire l 'application 7r de mani~re ~ ce que ~r*(wo) calibre 
le plongement r C'est l 'objet  du chapitre 5. 

5. L'application barycentre et la preuve de  l ' in6gal i t6  principale 

a) L'application barycentre. Cette application, introduite par Fursten- 
berg (voir [Fu], [Z], p. 61, et aussi [DOE]), consiste A associer h toute mesure 

/~ positive et sans atome sur 0 X  = S ~-1 l'unique point x = bar(#) d~fini 
par les 4quations implicites 

fo~ (ei)d~(O) = 0 ,  dB( ~:,o) 

off B e s t  la fonction de Buseman de la m~trique localement s y m ~ i q u e  
(de courbure strictement n~gative) 90 et off {ei} est une base de TxX (el. 

[DOE]). Le groupe G des isometrics de (2(, 9o) agit sur 0) (  et, par image 
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directe # ~ 7 .# ,  sur l 'espace des mesures sur 0)( .  Rappelons que les 
propri~tfis de G-~quivariance du gradient de la fonction de Buseman et du 
noyau de Poisson impliquent que 

{ bar(~/.p) = 7[bar(p)]  , pour tout ~, E G (5.1) 
bar (po(x,O)dO) = x ,  

cette derni~re ~galit~ d~coulant ~galement du fait que 0 ~ - V B o  r~alise un 
diff~omorphisme de 0 X  sur UxX dont le jacobien est pr~cis~ment P0. Pour 
8tre complet nous donnons en appendice A la preuve de l'existence et de 
l'unicit~ du barycentre. 

b) Propri~t~s de la diff~rentielle de l'application barycentre. No- 

tons S ~ l'ensemble des fonctions strietement positives de norme I de L 2 (0)()  + 

et eonsid~rons l 'applieation Ir 

> bar (92(0) �9 dO) . 

Remarquons que 7c est ~quivariante d'apr~s (5.1). Comme T3~ est trivial, 
il existe un rep~re 90-orthonorm4 C ~ global x ~-~ {el(x)}. Consid4rons 
l 'application 

F:f:xS  ,R  

L'applieation F ~tant ~videmment C ~ pour que l'application 7r qui v~rifie 
l'~quation implicite 

F ( , ( ~ ) ,  ~ ) =  ( 0 , . . . , 0 )  

soit ~galement r~guli~re, il suffit que, pour tout ~ fix~, l 'application 
Fr : x H F(x, 9) soit de diff~rentielle inversible en tout point (x, ~) de 
F -1 (0 , . . . ,  0). Or, pour tout U E T ,X ,  la i ~ composante de dF~(U) est, en 
un tel point, 

(dr~(u)) i = j"  DdB(x,o)(U, ei)~2(O) dO. 

Or DdB est la seconde forme fondamentale de l'horosph~re "B(., O) = con- 
stante" passant par le point x et centr~e en 0 E OJ~. Les courbures prin- 
eipales de eette horosph~re sont donn~es par les exposants de Lyapunov, 
eux m~mes ealeulables grs aux champs de Jacobi le long de la g~od~sique 
c :  t --* exp~[t.  VB(x,O)]. Plus pr~cis~ment, si {vi}l<i<n-1 est une base 
orthonorm~e de l 'espace tangent en x s l'horosph~re, fortune de veeteurs 
propres de la seconde forme fondamentale eorrespondant aux courbures 
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principales ~/i, le parall61isme du tenseur de courbure de (P(, go) implique que 
le champ de Jacobi ~ le long de c donn6 par ~ (0 )  = vi et Yi'(0) = r/i .vi est 
de la forme Yi(t) = ~i(t).  Vi(t), off Vi est parall~le le long de c. La d6finition 
de la seconde forme fondamentale implique par ailleurs que Yi est donn6 par 
une variation de g6od6siques normales s l'horosph6re qui se rejoignent toutes 
en 0, ce qui donne pi(-cx~) = 0. Notons J~ les endomorphismes orthogonaux 

de Tx)~ induits par la multiplication par les 616ments jk (1 < k < d - l ) ,  de 
cart6 -1, du corps de base. Le parall61isme du tenseur de courbure implique 
que la courbure sectionnelle du biplan engendr6 par c'(t) et V~(t) est 6gale s 
-1 (resp. -4) si vi est orthogonal s l'espace engendr6 par les vecteurs Jk(VB)  
(resp. si vi appartient s cet espace); l '6quation des champs de Jacobi donne 
alors pi(t) = cht + rlisht (resp. pi(t) = ch(2t) + �89 la condition en 
t = - ~  impliquant clue ~/i = 1 (resp. ~i = 2). Comme D d B ( V B ,  VB) = 0 
et DdB(vi,  vj) = r]igo(vi, vj), ce calcul des 7/i donne : 

d - 1  

DdB(U, V) = g0(U, V) - dB(U)dB(V)  + Z dB( JkU)dB( Jk V) 
k = l  

si go est normalis6e en sorte que sa courbure soit comprise entre - 4  et 
- 1 .  Dans le cas hyperbolique r6el, nous avons en particulier d = 1 et 
DdB(U, V) = g0(U, V) - dB(U)dB(V) ,  off la m6trique est normalis6e pour 
que la courbure sectionnelle soit -1 .  Nous adopterons donc d6sormais la 
convention suivante : 

d - 1  

si d = 1 la somme E dB( JkU)dS(  Jk V) est nulle . 
k..=l 

Notons h le champ de formes quadratiques d6fini par 

hx(v,v) dB(x,o)(V) ~2(0) dO 

et Hx l 'endomorphisme de T x M  associ6 via l'6galit6 

go(Hx(U), V) = h,(U, V) . 

La stricte positivit6 de ~2 implique que h~ est d6finie positive. Par ailleurs, 
le fait que ~ dB(ei) 2 = 1 implique que i----1 

Trace(hx) = f ~2(0) dO = 1 
do 

d'ofi le 

5.2 LEMME. Toutes les valeurs propres de Hx sont strictement comprises 
entre 0 et 1, leur somme vaut 1. 
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d - 1  Un corollaire imm6dia t  est que I -  H~ -Y~-k=l JkHxJk est inversible; en 
effet, les endomorphismes  JkHxJk sont d4finis n4gatifs (J~ = - 1 )  et donc 

d--1 
les valeurs propres de l ' endomorphisme symfitrique H ,  + ~ k =  1 JkHx Jk. sont 
6galement s t r ic tement  inf6rieures ~ 1. Or, comme 

d--1 ) . 

( d F ~ ( e j ) ) i = 9 o ( ( I - H ~ - Z J k H ,  Jk)(e j ) ,e i  
k-----1 

dF~, est 4galement inversible de TxO( darts R n. Le th~or~me des fonctions 
implici tes pe rme t  d 'en d4duire que rc est rfiguli~re et que, pour  toute  u E 
T~,(S~) et route  ~ e r r - l (x) ,  nous avons : 

= 

d - 1  - 1  n ~] 

-2(I-H,-E "kH, Jk) [i~ ( f dB(x,o)(ei)'u(O)" ~(O)dO)e~(x 
k=l 

Rappelons que nous utilisons la convention ci-dessus si d = I. 

Nous obtenons ainsi la 

5.4 PROPOSITION. rr est une submersion C 1, P-6quivariante, de S ~  sur ~2. 
Son espace horizontal ~ ,  au point ~ E r r - l (x )  est l'espace engendr~ pa r  les 
fonctions 

Ei~ : o , , -g9(O) . dB(x,o)(ei ) 

off les {el} forment  une base go-orthonorm& de T~M. De plus, il existe une 
base L2-orthonorm& E~o' de ~ telle que 

d - 1  - 1  

d,Tr(E~,')=2(I-H,-ZJk.H, Jk ) oH~/'(ei) . 
k=l 

Preuve : Nous avons d~j~ prouv~ la r~gularit& La F-~quivariance d~eoule 
de (5.1), Fact ion de F sur L2(OX) 6tant entrelac6e avec Fact ion sur l 'espace 
des mesures  par  l 'appl icat ion W ~-+ ~2(0) �9 dO. 

La fibre r r - l (x )  est l ' ensemble  des ~ tets que, pour  tout  i, 

/ ~2(O)dB(,,o)(ei) dO = 0 .  (5.5) 

Le noyau de d~,Tr est donc le sous-espace or thogonal  ~ l 'espace ~ ,  engendr~ 
par les E/~ (1 < i < n). De la dfifinition du  barycent re  nous d~duisons que 
7-/r est  un sous-espace de l 'espace tangent  en p ~ S ~ .  Par  (5.3), en uti l isant 
la d~finition de h~, nous obtenons 

d - 1  - 1  '.-<, ='('-'-- o..(< 
k---=l 
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Si on pose ui = H71/2(ei) ,  en prenant  la racine carrie positive de l 'endomor- 
phisme Hx, et E~, ~ = -dB(x,o)(ui)p(0)  alors 

uj  (E~,', E~ )L~ = go(Hxui,  uj) = ~ij , 

la base E~'  est une base orthonorm~e de 7-/~, qui est done de dimension n, 
et 

d--1 J k H x J k )  -1 = 2 \ I - (  H x -  E o H1/2(ei) . (5.6) 
k = l  

Ceci donne la diff~rentielle de 7c en ~ exprim~e entre deux bases orthonor- 
mfies, l 'une de 7-/~ et l 'autre  de T~X.  Le lemme 5.2 et la remarque qui le suit 

impliquent que d ~ r  est un isomorphisme de 7/~ sur T~(~))~. Comme 7-/~ est 
l 'or thogonal  au noyau, c 'est l 'espace horizontal.  On en d~duit que 7r est une 
submersion. Par  ailleurs, 7r est surjective ear 7r o ~0 = id (on remarquera  
de plus que 7r(~) tend vers 00 lorsque p2(O)dO tend vers la mesure de Dirac 

500). [] 

c)  F i n  d e  la  p r e u v e  d e  l ' i n ~ g a l i t ~  p r i n c i p a l e .  

5.7 PROPOSITION. Si aJ 0 est la forme volume canonique de ()2, go), la forme 
7r'w0 est une n-forme fermde sur S ~ invariante par  1'action de F, qui calibre + ~  

le plongement  x ~-* p~o(x,.) (voir le chapitre 2). Nous ayons 

comasse(~r*w0) = ( 4n'~n/2 

Preuve : Pla~ons-nous en un point ~ E 7r-l(x).  En reprenant  les nota t ions  
pr6c6dentes, nous avons, par  d6finition, 

IIE~ ~ m . . .  A E =- = -- ~' ~ = 1 , 

off la norme L 2 a ~t~ naturel lement  &endue ~ A~(L2). Nous en d~duisons, 
par (5.6) : 

* 
d - - 1  lIE; 1 A ""  A E~, n I] det ( I  - Hx - E k = l  JkH~Jk)  

I1 est prouv8 en appendice B clue, en dimension n > 3, cet te quanti t~ a t te int  
son m a x i m u m  lorsque H~ k I  = ,~ , ce qui donne 

* " ' ,  ( 4 n ) . / 2  /,4n,~ n/2 ]Tr w0(E:  . . . , E ; " ) I  < = 

NE~' A . . . A  ES~II - (n+-d---2)~ \ h 0  2 ]  
�9 T ,  o c  Pour t o u s l e s  v l , . .  , v~ E ~,(S+ ), remarquons que dTr~(vi) = dTr~, o q(vi), 

off q est la projection LZ-orthogonale sur 7-/~,, il s 'ensuit  clue 

7r*a~o(vl,..., Vn) = 7r*Cdo(q(vl),..., q(Vn) ) 

comme par ailleurs 
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I1", A . . .  A v~ll _> I Iq ( ' , )  A . . .  A q ( v . ) l l ,  
la comasse est atteinte lorsque les vi sont pris dans ~ et nous obtenons 

(4n~ n/2 
eomasse(~0) _< k h0 ~ ) 

Posons G0(x): 0 ~-* px/~-~0(x,0); de (5.1), nous d~duisons ~ o00 = id, donc 

7C*wo(d@o(el),...,dOo(en)) = 1.  

Par ailleurs, nous avons ~galement montr~ (ef. 2.6 a) que 

h e 
= 

d'ofl il vient 

I ldeo(e,)  A . - - A  deo( .)ll. = 

Nous en d6duisons que la comasse de ~r*w0 vaut exactement (~ ) , , / 2  et que 
o 

7r*Wo calibre G0. Comme ~r*w0 est 6videmment ferm6e parce que ~0 l'est, il 
suffit pour conclure de prouver que w0 est invariante par Faction de F sur 
S ~176 Ceci d~coule imm6diatement du fait que Wo est invariante par Faction + .  

de F sur )(  et de l'~quivariance de 7~. Remarquons que ~r*(Wo) est en fait 
invariant par tout le groupe d'isom~trie de go. [] 

Des propositions 5.7 et 4.3 et du calcul de Vol(O0) donn~ par 2.6 a, nous 
d6duisons imm6diatement le 

5.8 TtII~OR~]ME. Le volume sph6rique d'une vari#t~ compacte 1ocalement 
symdtrique de courbure strictement nggative (X, go) est ~gal 

( 4n )-n/2 h(go ) n Vol(g0) . 

De la proposition 3.4, ii) et du th6or6me 5.8, nous d~duisons le 

5 . 9  C O R O L L A I R E .  Soit X une varidtd, de dimension n supdrieure ou dgale 
3, qui admet une m~trique localement sym6trique de courbure strictement 
nggative go. Alors toute autre mgtrique g vbrit~e 

h(g) n . Vol(g) > h(go) n . Vol(g0) . 

6. Le  cas  d e  la d i m e n s i o n  2 : s t r u c t u r e  c o m p l e x e  su r  Dif f+(S1) /S  1 

Si X est de dimension 2 le probl6me de l'entropie minimale est r6solu dans 
[K] pour l'entropie topologique et [BsCoG1] pour l'entropie volumique; en 
ce qui concerne le volume minimal, e'est la formule de GauB-Bonnet qui 
donne la solution. La question se pose toutefois de savoir si l 'image de G0 
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dans S ~ C L2(S l, dO) est calibr6e, l 'in6galit6 de l 'appendice B n '6 tant  plus 
valable clans ce cas. Le bu t  de ce ehapitre est de r6pondre par  l 'affirmative 
s cet te  question. Ceei donne une nouvelle d6monstra t ion de la 

PROPOSITION ([K], [BsCoG1]). Soit X 2 une surface qui admet  une m6trique 
hyperbolique go, a/ors 
i) Sphere Vol(X 2) = ~h(go) 2. Vol(g0). 

ii) Pour route autre  m6trique g sur X 2, on a h(g) 2 Vol(g) _> h(go) 2 Vol(g0). 

La forme calibrante est iei la forme symplect ique provenant  d 'une struc- 
ture complexe sur S ~ .  Nous donnons ici deux faqons de la construire.  Ce 
chapitre est heurist ique et le lecteur int6ress6 par les d6tails peut  consul- 
ter les r6f6rences suivantes : [N], [HoR], [Ki], [Wi] et [P]; nous essayons 
d ' interpr6ter  l 'in6galit6 de calibration, qui prouve notre  r6sultat  principal 
comme correspondant  ~ une gfom6tr ie  partieuli~re dans S ~ ;  en dimension 
2, il s 'agit  de g~om~trie kghl~rienne. 

C o n s t r u c t i o n  d e  la f o r m e  c a l i b r a n t e .  Les notat ions  sont les m~mes 
que dans les chapitres precedents.  Soient trois points 00, 01, 02 sur S 1, nous 
allons considdrer des fonctions mesurables  (pour la mesure de probabil i t~ 
dO) born6es c(Oo, 01,02) ~ valeurs r~elles telles que 
i) C(700, "}/01,702) ~--- c(O0, 0 1 , 0 2 )  pour  tout  "7 E F; 

ii) ces t  antisym6trique;  
iii) c est un eoeycle combinatoire,  c 'est-s 

3 

dc(0o,01,02,03) = E ( - 1 ) i c ( O o , . . . , O i , . . . , 0 3 )  - 0 .  
i=0 

Soit 3.41 l 'espace des mesures de probabili t~s sur S 1. Soient # E .M,  
et HI et #2 des mesures  r~elles (non n~cessairement positives) telles que 
#i(S 1) = 0. Pour  la elart~ de l 'expos~ nous supposerons  routes les mesures  
de densitfi par  rappor t  ~ dO, en sorte que les formules suivantes aient un 
sens. 

Nous d~finissons une 2-forme diff~rentielle sur 3/11 par  la formule 

f 

J s  1 XS1 XSI 

En effet, M1 est un espace attine et #1 et #2 appar t iennent  ~0 l 'espaee 
tangent  en # s Jr41. Le fait que ~ soit une forme diff~rentielle provient de 
l 'ant isym~trie de c. Le groupe fondamenta l  F de X agit sur 3 d l  et done 
sur A2(3d1),  l 'espace des 2-formes diff~rentielles sur .M1. La propri~t~ /), 
satisfaite par  c, montre  clue 

7*(w) = w pour  tout  7 E r .  
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Le point clef est donn~ par la proposition suivante prouv6e dans [BsCoG 1], 
p. 439, ou [Grl]. 

6.1 PROPOSITION. La forme w est fermbe. 

C'est la fermeture de c comme cocycle combinatoire qui permet de prou- 
vet la proposition 6.1. 

Maintenant, comme dans [BsCoG1], on peut consid6rer l 'application 

K :  S ~ ~ ?vii 
, , p2(O)dO 

Mors, s i c  est un cocycle combinatoire sur S t v6rifiant i), ii) et iii), 

est une 2-forme ferm6e sur S ~ C L2(S 1, dO). C'est un proc~d6 standard 
de construction de formes diff~rentielles sur .Adl (cf. [Grl], p. 241) et donc 
sur S ~ ;  on peut  alors esp6rer que, par un choix judicieux du cocycle c, on 
trouve une forme calibrante pour le plongement (I)0 = v/-P-o. 

Choisissons une orientation de S 1 , par exemple celle qui vient naturelle- 
ment de l 'orientation de )(,  alors si 00, 01, 02 sont trois points de S 1 on dit 
qu'ils sont dans le bon ordre (circulaire) si 01 est entre 00 et 02 lorsque l'on 
parcourt S 1 dans le sens de l 'orientation choisie. 

6.2 THI~OREME. Soit  c ddtini par  

c(00,01,02) = +1 si (00,01, 02) est dans le bon ordre 
c(0o,0z,02) - 1  s/non 

a/ors la forme D correspondante calibre ~0. 

Preuve : La cochaine c peut 6tre d6finie diff~remment; en effet, si T d6signe 
le triangle hyperbolique (~ c6t6s g6od6siques) de sommets 00, 01 et 0~, alors 

c(Oo, 01,02) = 1 volume alg6brique (T) 
7r 

o~ T est orient6 positivement si les trois sommets sont dans te bon ordre et 
n6gativement sinon. En particulier e est un cocycle obtenu par int6gration 
d'une forme volume. Les formes w e t  fl sont donc ferm6es d'apr~s la propo- 
sition 6.1. Remarquons que, puisque w e s t  lin6aire par rapport au point 
base dans l'espace afi:ine M 1, 

#2) = 3 [ e(00, 0~, Oz)d#o(Oo)d#l(O1)d#2(02) = 0 dwu(#o, #1, 
,Is a xSa •  1 

pour tout  # E .3r et toutes mesures #i v6rifiant 

p i ( S  1) = 0 ,  i = 0, 1 , 2 .  

En d'autres termes w s'annule d~s que les trois mesures figurant dans  la 
formule qui la d6finit sont de masse totale nulle. 
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Soient alors p E S ~ et f l  et f2 deux vecteurs tangents ~ S ~  p; les 
vecteurs fl  et f2 sont donc des fonctions de L2(S 1, dO) v~rifiant 

fs fi(O)~(O)dO=O, i=1,2.  
1 

Nous les supposerons ~galement norm~s (dans L2(S l, dO)). Alors 

C(00, 01,02)~ 2 (00)~(01)fl (01)~(02 )f2 (02)(t00 dO1 d02 
a (f 'f2) = l • 2 1 5  

d'apr~s la remarque pr6c6dente, et puisque fs i  (~2 _ 1)(O)dO = O. ta ferme- 
ture de f~ implique que 

f ~ ( f l , f 2 )  = ~, dOofs c(O~ 
IxSi 

D~sormais, nous identifierons le cercle S 1 s R / Z  et les points 0i d6signe- 
ront des nombres modulo 1. Notons que c est invariant par toutes les 
transformations de M5bius pr~servant l 'orientation (et pas seulement par 
les ~l~ments de F). Si R e s t  la rotation autour de l'origine (une translation 
dans notre module) telle que R(0) = 00, alors 

jSl  xS1 C(00' 01' Oz)(pf~ )(01)(~f2)(O2)dOld02 

= fs c(O'R-l(O1)'R-l(o2))(~fl)(R-l(O1))(c2f2)(R-l(o2))dOld02 
1XS1 

et donc, quitte h changer 01 et 02 on peut toujours supposer que 00 = 0. 
Alors dans ce cas 

c(0, 01,02) = signe(02 - 01) �9 

On consid~re alors l'expression 

I = f signe(02 - O1)(~fl)(O~)(Ff2)(O2)dOld02 = f~(fl, f2) 
J s  1 XS1 

les deux fonctions P f l  et P f2 ~tant d'int~grale nulle sur S 1, elles poss~dent 
des primitives not~es F1 et F2 respectivement, et 

I =  [ s i g n e ( 0 2 - 0 1 ) d r  ' AdF2 = [ s i g n e ( 0 2 - 0 1 ) H ( F l d F 2 ) .  
Js 1 X S  1 J S 1  XSI 

Un calcul direct donne, en int~grant s@ar~ment sur 01 < 02 et sur 01 > 02, 

I = 2 f F 1(0)dF2(0 ) - 2F, (0) f dF2(O) 
Js 1 J S  1 

= 2fjs FI(O)dF2(O) 
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Soit C l'application 

C : S 1 ~ R 2 

0 , ,  (F~(O),F2(O)) 

la quantit~ Js~ FI(O)dF2(O) est l'aire enclose par la courbe fermSe C(SI). 
L'in~galit~ isop~rim~trique classique dans R 2 donne donc 

2~1I[ _< (longueur(C(S1))) 2 . 

Or 

l~ = fs~ V/(F~(O))2 + (F2(O))2dO 

= + s (o)eo 

~<~ ( ~ 1  ~92(e)de)1 /2(~ l  (f12({9) ~- f~(O))dO) 1/2" 
Par ailleurs ~ E S ~ et f l  et f2 sont ~galement norm4es par hypoth~se 

donc 

2 1/I _< 2 .  
D'autre part, si ~ = 1, la fonction constante 4gale g 1, et fl(O) = 

v'~cos(2rce) et f2(8) = v/2sin(2rr0), les in4galit~s pr&~dentes sont toutes 
des 4galit~s. Mais O0(o) = 11 et les deux fonctions v~cos(2rr0) et v~sin(2rc0) 
forment une base orthonorm~e de l'espace tangent g l 'image de O0 dans S ~ 
au point 11. 

En conclusion la valeur maximale de la forme ~ est atteinte sur l'espace 
tangent g l 'image de ~0 en 11. De l'invariance de c par le groupe de MSbius 
on d4duit la constance de ~ le long de l'image ~0 (rappelons que l 'image 
de ~0 est l'orbite de 11 sous Faction du groupe de MSbius dans S ~  

Ceci prouve l'in~galit6 de calibration. D 

6.3 Remarques : i) La preuve pr6c~dente fait apparaitre l'in~galit~ prin- 
cipale, comparant les entropies volumiques, comme une in~al i t~  de type 
isop~rim&rique. En fait, si on fixe le rev~tement universel X et son bord 
g~om&rique OX ~_ S 1, si g est une m~trique sur X que l ' on  relive sur 2(, 
alors h(g) repr~sente une notion de "volume du bord" OX et Vol(X, g) rem- 
place le volume de l'int~rieur d 'un domaine en sorte que l'in~galit~ se lit 
comme suit : parmi toutes les m~triques sur X de volume fix~, celle qui 
donne le plus petit "volume du bord g~om&rique" est la m~trique hyper- 
bolique. Voir la proposition 9.11 pour un r~sultat pr&is relevant de cette 
idle. 
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i/) En dimension sup6rieure ou 6gale h trois et dans le cas hyperbolique 
r6el, on peut  6galement utiliser des constructions analogues de formes diff6- 
rentielles s u r S ~ ;  plus pr6cis6ment, s i n  = d i m X  et 00 , . . . ,  0N sont n + 1 
points sur cgX ~_ S n-1 on peut  d6finir c(00, . . . ,  0N) comme le volume orient6 
du simplexe g6od6sique id6al de sommets 0i (ici g0 est suppos6e hyperbolique 
r6elle). Toutefois la m6connaissance de cette fonction ne nous a pas permis, 

ee jour, de montrer que la forme correspondante calibre le plongement ~0. 
Nonobstant, une premi6re 6tape en ce sens est franchie dans [BsCoG3]. 

S t r u c t u r e  c o m p l e x e  su r  Diff(S1)/S 1. Pour deux fonctions ul et u2 sur 
le cercle, suffisamment r6guli6res, l'expression f s  1 u,  (~9)du2 (0) semble jouer 
un r61e fondamental. I1 se trouve qu'elle d6finit une structure k~hl6rienne 
sur un espace de dimension infinie. Plus pr6cis6ment, s i p  E S ~ est assez 
r6guli6re, il existe un diff6omorphisme F du cercle, pr6servant l'orientation, 
tel que 

 2(O)dO = [' ,(dO) = J a c  ( r - l ( O ) ) d 6  . 

Par la suite nous passerons sous silence les d6tails techniques tels clue 
les probl6mes de r6gularit6, ce chapitre ayant vocation s 6tre descriptif et 
explicatif uniquement. 

L'6quation ci-dessus montre 6galement que les seuls diff6omorphismes 
du cercle qui stabilisent dO sont les rotations, identifi6es s des 616ments de 
$1; nous construisons ainsi une bijection 

A : D i f f + ( S 1 ) / S  1 ) S ~ 

oh Diff+ (S 1) d6signe l'ensemble des diff6omorphismes du cercle pr6servant 
l'orientation. Diff+(S 1) agit simultan6ment et transitivement sur 
Di f f+( S~ ) /S  ~ (par action s gauche) et sur S ~ (en d6finissant l 'action de h 
sur 9~ par la relation (hg~)(O) = 9~ o h -1 (O)v/Jac h -1 (tg)). L'application bi- 
jective A entrelace ces deux actions. Remarquons que la 2-forme f~, d6finie 
sur S ~ (cf. 6.1), est invariante par Faction de Diff+(S 1) sur S ~ .  En effet, 
la d6finition de f~ et le th6or6me de changement de variables donnent : 

f ~ h ~ ( h f l , h f 2 ) =  /c(h(Oo),h(O1),h(02))992(Oo) �9 (99fl)(O1)(gvf2)(O~)dOodOld02 
JS x S  xS 

= f ~ ( f * ,  h )  , 

la derni6re 6galit6 d6coulant de l'invariance de c par les diff6omorphismes qui 
pr6servent l'orientation. Une cons6quence imm6diate est que c~ = 2A*f~ est 
une 2-forme ferm6e sur D i f f + ( S 1 ) / S  ~, invariante par Faction de Diff+(S~). 
Pour construire c~, il suffit donc de donner sa valeur sur Fespace tangent en 
l'identit6 s (Di f f+(S~) /S1) ,  ce qui se fait comme suit : 
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L'espace tangent s Diff+(S 1) en l'identit~ s'identifie aux champs de 
vecteurs sur S 1, qui s'~crivent v(O) ~  off ves t  une fonction sur S 1 . Le quo- 
tient par les rotations permet de les normaliser par la condition fslV(O)dO=O. 
On peut donc ~crire, 

Un calcul imm~diat montre que la correspondance A se diff~rencie en 1 ( ; )  
Didd(v) = ~div v(O) = - 2  " 

L'expression de f~ donn~e dans la section pr~c~dente se transporte donc sur 
Tid(Diff+(S1)/S 1) en 

 (vl, v2) = [ v (O)v;(O)dO 
Js ] 

(s une constante pros). Remarquons que l'int~gration qui a ~t~ n~cessaire 
dans la preuve de la proposition 6.2 se justifie par la formule ci-dessus pour 
Did A. 

Dans [Wi], [Nil et [KiY] il est montr~ (voir surtout [Wi]) que l'espace 
Diff+(S1)/S 1, qui est homog~ne sous Faction de Diff+(S1), peut 8tre vu 
comme orbite co-adjointe de ce groupe. Alors, par la th~orie de Kostant- 
Kirillov, il h~rite d'une structure symplectique homog~ne; celle-ci s'explicite 
sur T~d (Diff+ (S1)/S ~), off son expression coincide avec celle de a donn6e ci- 
dessus. La forme symplectique est donc partout figale s c~. 

De plus, dans les articles [Ki], [KiY], [HoR] [P], [N] et [Wi] les auteurs 
montrent que Diff+(S1)/S 1 est muni d 'une structure complexe homog6ne 
(voir [KiY]) qui, associ6e g la structure symplectique, fait de Diff+(Sl)//S 1 
une vari6t6 ks La structure complexe 6tant homog6ne, il suffit 
de la d6crire sur Tid (Diff+(S1)/S1),  c'est-s de d6finir J(v) pour u n e  

fonction v d'int6grale nulle sur le cercle ( J e s t  ici la structure complexe). 
Elle est bien d6finie par sa valeur sur la base (cos(27rn0), sin(2~rn0))n_>l, off 
elle est donn6e par 

{ J(cos(27rn0)) = -sin(27rn0) s i n  > 0 
J(cos(2rn0))  = sin(27rn0) s i n  < 0 

(la condition j2 = - 1  dormant sa valeur sur sin(27rn0)) c'est-h-dire dans 
chaque sous-espace vectoriel de dimension 2, engendr~ par les deux fonctions 
cos(27rnO) et sin(2rn0), c'est la structure complexe canonique de R 2 si 
n > 0 .  

Maintenant, si MSb dfisigne le groupe des isometrics hyperboliques de 
l'espace hyperbolique de dimension 2, MSb/S 1 est une sous-vari~t~ de 
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dimension 2 de Diff+(S1)/S 1 qui est en bijection avec l'image de ~0, par 
l 'application A. L'espace tangent s cette vari6t~ e n i d  est le sous-espace 
vectoriel J-invariant engendr~ par les deux fonctions cos(2~r0) et sin(27r0). 
De l'homog6n~it~ de la structure complexe et du fait que l 'image de O0 
est l 'orbite d'un sous-groupe de Diff+(S l) on d~duit que l'image de ~0 
est une sous-vari~t~ complexe de Diff+(S 1) /S 1. Comme toute sous-vari~t~ 
complexe d'une vari~t~ k/ihl~rienne, elle est calibr~e par la forme de Ks 
notre a. Ceci ne termine toutefois pas la preuve g~om~trique que nous cher- 
chions, en effet, transportons la structure complexe et la forme symplectique 
sur S ~ par l'identification A, alors l'in~galit6 de calibration ainsi obtenue 
s'~crit, par exemple en L 

]2a(U, P)l  ~ II g /k  r[[Ki~hler 

off U et V sont des vecteurs tangents en ~ ~ S ~ (c'est-h-dire des fonctions L 2 
d'int6grale mille) et [[. ][K~hl~r est la m6trique ks de Diff+(S1)/S l, 
transport~e sur S ~ Par d~finition de la forme de K/ihler, on a 

(f,f)K~hler = 2lf~(/, Jf)l = 4 f Jf(O). F(O)dO 

< 4[[J(f)IIL2ItFIIL~, 

oil F est la primitive d'int~grale nulle de f .  L'in~galit~ de Parseval donne 
liFI[L~ <_  lifllL - Par ailleurs, J op~re par permutations des +sin(27rn0) 
en 4-cos(2~rn0) (et r~ciproquement) et laisse donc la norme L ~ invariante. 
On peut aussi utiliser la d6composition en s~rie de Fourier de f e n  effet si 
f(O) = Y'~neo ane2i~'~~ avec ~ = a_~ car la fonction f est r~elle, alors 

(Jf)(O) = i( E ane2i'~'~~ E ane2i'~n~ 
n>O n<O 

et 

ces deux approches conduisent s l'in~galit~ 

qui est de plus une ~galit~ lorsque les deux vecteurs U et V ne contiennent 
dans leur d~veloppement en s~rie de Fourier que les termes en cos(2~-0) et 
sin(2~-0), c'est-s lorsque U et V sont tangents ~ l'image de ~0. La 
forme a calibre donc bien l'image de r comme sous-vari~t~ de S ~ muni 
de sa structure euclidienne L ~. 
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6.4 C o n c l u s i o n .  En dimension n >_ 3 on peut aussi identifier S ~ s 
D i f f + ( S n - x ) / S D i f f ( S ~ - l ) ,  off SDif f (S  ~-1) d~signe l'ensemble des difffo- 
morphismes prfiservant l'~l~ment de volume canonique dO. La sous-varifit~ 
image de (I)0, vue dans cet espace, est ~galement calibr~e. I1 reste toutefois s 
interprfiter l'infigalitfi de calibration comme correspondant s une g~om~trie. 
En particulier s i n  = 4 peut-on interpreter l'image de q)0 comme une sous- 
vari~t~ quaternionnienne par exemple, lorsque X est muni d'une m6trique 
hyperbolique r~elle (qui est aussi, en dimension 4 rSelle, une m6trique hy- 
perbolique quaternionnienne)? Que dire si X est muni d'une mfitrique hy- 
perbolique complexe (de dimension 2)? 

7. Le cas d'6gal i t6  

Nous ~tudions maintenant le cas d'Sgalit~ dans l'in6galit~ principale 5.9. 
I1 est crucial pour obtenir le th~or~me de rigidit~ dynamique ainsi que la 
nouvelle preuve du th~or~me de rigidit5 de G.D. Mostow (voir le chapitre 9 
et [Mos S. 

Plus pr~cis~ment nous allons prouver 

7.1 PROPOSITION. Soit X une varidtd riemannienne compacte connexe et 
orient~e de dimension n >_ 3, munie d'une m6trique localement sym~trique 
de courbure strictement negative go et soit g une mdtrique telle que 

Vol(9)  = Vol(g0) et h(9) = h(g0) = h 0 ,  

alors g est isom6trique ~ go. 

Preuve : Nous consid~rons de nouveau les applications F-6quivariantes ~c : 
) (  ---* S ~ associ~es s la m~trique g e t  dfifinies dans l 'exemple 2.3.b et dans le 
lemme 2.4, la m~thode consiste s construire l'isom~trie comme limite d'une 
sous-suite de la famille d'applications Fc, d~finies par " 

(I) 2 F~(y) = ba r (~ (y ,O)dO)  pour y �9 )(  

correspondant s des valeurs de c qni tendent vers h(g) = ho. Rappelons 
clue , p o u r t o u t  c, Fc est une application lipschitzienne et F-~quivariante de 
X dans X. Nous la consid~rerons donc aussi comme une application de X 
dans X. 

Le travail va porter  sur les valeurs propres des formes quadratiques suiv- 
antes : 

c / i  9 2 hu(" ' )  = Jo.~ (dB(F~(u)'~ ' 

nous les rangeons par ordre croissant et les noterons 

0 < ~ ( Y )  - < " " - <  U,~(Y) < 1 . 
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Ce sont des fonctions F-invariantes sur )(,  doric d~finies sur X. De m8me, 
nous noterons H~ l 'endomorphisme associ~ s h~ via la m~trique g0. Remar- 
quons que, contrairement aux notations du chapitre 5, l'indice y dans h~ et 
H~ r~f~re au point dans la source de l'application F~ et pas au barycentre 
de la mesure consid~r~e qui se trouve dans le but de F~. 

1 re ETAPE. Convergence presque s~re des p~. Nous ~tudions le jacobien 

des applications F~ de (_~, ~) dans (J(, g0). Nous d~signerons par COo (resp. 
cog) la forme volume de ()(,g0) (resp. ()(,~)). Rappelons que le Jacobien 
des applications _Pc est d6fini presque partout. 

7.2 LEMME. I Jac(F~)l < 1 +  c(c) o5 c(c) , 0. 
c---, ho 

Preuve : Notons f~=Tr*co0 la forme calibrante du chapitre 5. Soit {e~, . . . ,  e~n} 
une base g-orthonorm~e en y 

(~ n 12 

\ 4 n ]  

\ 4 h i  

PolFo(~(dyFc(4),..,d,Fc(e'~))l 
lar ( dyOr ),. . . ,  dy ~ (  e~n ))1 

et, d'apr~s la proposition 5.7 et la majoration de Traceg(gr donn~e dans 
la preuve de la proposition 3.4, 

4h i  

n/2 

I Ja~(Fc)(Y)l _< ]ld~e~(4) A. . .  A d ~ ( ~ s ) l l .  

= ldetgg, o(y)ll/2 < (1Trac%(gr 

(C2) n/2 (h~n/2 ( c ) n 
< ~ = \ 4 h i  Uo 

n/2 

ce qui prouve le lemme, o 

7.3 LEMME. Ilexisteunesuiteck tendant versho telleque ]JacF~k (y)l ~ 1 k--*+~ 
presque sfirement sur X (et donc sur )().  

Preuve : Posons fc = I JaC(Fc)l- 1 et fc ~ = sup(0,-t-fe); f+  tend uni- 
form~ment vers 0 d'apr~s le lemme 7.2. Les applications F~ sont toutes 
de degr~ 1 car elles sont homotopes k l'identitfi (el. la remarque 4.4), en 
consequence 
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E(c)) Vol(g) - I x  f [  dvg . (1 + 

L'hypoth~se Vol(g) = Vol(go) implique alors que f/- tend vers 0 au sens 
L 1 lorsque c tend vers h0, d'ofl l'existence d'une sous-suite ck telle que f ~  
tende vers z6ro presque sfirement. [] 

7.4 LEMME. Pour presque tout y E X et pour tout j = 1, 2 , . . . ,  n on a 
�9 Ck  - -  1 hmk--,+~ #j (y) - 

Preuve : Comme dans le lemme 7.2, consid6rons une base {e~, . . . ,  e~} g- 
orthonorm6e en y; d'apr~s les preuves des propositions 5.7 et 7.2, on a 

2~(det(Hy)) ~/2 

- det (I-H~- d-1 
< 2n (det (Hy)) 1/2 ( c 2 )  '~/2 

~~k=~ JkH~Jk ) -~n - det ( 1 - H  i -  d-1 

Dans la proposition B.5 (Appendice B) nous montrons l'existence d'une 
constante A telle que 

2 n ( d e t ( H y ) ) l / 2  < (4n~ n/2 ( 1 - A s  ( g ~ ( y ) -  1 )  2 ) 

d e t ( I  - - -~c- -~--J~--  c - ~,~202/1 - Hy - Y~4r JkH~Jk) j=l 

d'ofl 

]~r162162162 ) (1-A E #~(Y)-  
j = l  

comme pr~c~demment (cf. la preuve du lemme 7.2), nous avons : 

I JacF (y)l = 
ce qui conduit s l'in~galit6 

s (#-~(Y)- 1) 2<- A ( 1 - ( h - ~  [ JacF~(y)]) 
j = l  

et donc 

s tt~ k (y) - ) 0 presque sfirement d'apr&s le lemme 7.3 , 
j---=l k - - * + o o  

en d'autres termes H~ k ~ LI  presque sfirement. 
k--,+ ~ n 
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2 e ETAPE. Convergence uni forme d'une sous-suite des Ft .  Nous allons 
maintenant montrer qu'une sous-suite de la famille Fe constitue une famille 
~quicontinue d'applications lipschitziennes. Pour simplifier les notations 
nous noterons Fk, p~, hy k et H i les sous-suites Fck, Pjck, hyC~ et U~ k. 

7.5 LEMME. La suite des sections H k : y ~-~ Hky converge vers 1-1n uni- 
form~ment  sur X. 

En pr~alable g la preuve du lemme 7.5, nous allons ~tablir les lemmes 
7.5.a et 7.5.b ei-dessous : 

LEMME 7.5.a. Si y et y' sont deux  points  de X tels que p~ < 1 1 
n 

en tout  point  d 'une g-g6od6sique min imisante  (~ qui joint  y ~ y', a/ors 
dgo[Fk(y),Fk(y')] < IQ . dg(y,y ' ) ,  off dgo et d 9 sont les distances riemanni-  
ennes sur X assocides aux  mdtriques go et g. 

Preuve : Rappelons que, d'apr~s 2.6.b, pour tout vecteur u g-unitaire en 
z E ) ( ,  

2 c~ 

de teile sorte que l'image 7 par (I)~ k du segment g~od~sique ~ v~rifie 

longueur (7) ~ 2 d g ( y ,  Y ' ) .  

D'apr~s (5.6) la diff6rentielle de 7r en un point ~ C S ~ se calcule ~ l'aide de 
l 'endomorphisme sym6trique 

d - 1  --1 

2(I-- H- ~gkugk. ) o H  1/2 

k=-i 

o~ H est calcul~ au point ~. Nous avons d~js remarqu~ que l 'endomorphisme 
d - 1  sym~trique ~-~k=l J k H J k  est n~gatif et en consequence les valeurs propres 

de I - H - ~-~f-1 J k H J k  sont sup~rieures ~ 1 - ~,~, la plus petite valeur k=l 
propre de I -  H,  d'ofi, pour tout t et pour tout vecteur unitaire v E L2(0)~) 

tangent "s la sphere unit~ de L2(0)()  en 7(t), 

< 2 .  

Puisque ~ o ~ k  -- F;r nous en dSduisons, par le th~or~me des accroisse- 
meats finis, 

dg o (Fk(y),  Fk(yt)) ~_ 2n ho dg(y, y') . 

LEMME 7.5.b. Si P e s t  le transport  parallble de Fk(y)  ~ Fk(y')  le long de 
la go-gdoddsique minimisante qui les joint,  on a 

IIh~ o P - h~, ll < IC2 [dg(y, y I) 4- dg o ( Fk(y),  Fk(y')  ) ] �9 
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Preuve : Soit maintenant fl(t) la g0-g6od6sique minimisante allant de Fk(y) 
s Fk(y') et Y un champ parall61e le long de/3 de norme 1. On pose Ygk(y)-=Yo 
et YFk(y') = ]1"2. Nous avons, par le th6or6me des accroissements finis et le 
parall61isme de Y, 

IdB( Fk(y,),o) (Y2)-dB( Fk(y),o) (Yo )[ (_ ( sutP [DdB;~(t) (fl, Y )O dgo ( Fk(y), Fk(y') ) 

_<2dg o (Fk(y), Fk(y')) ; 
cette derni6re in6galit6 repose sur l'expression explicite de DdB (voir le 
chapitre 5) et sur le fait que Y e t / ~ ( t )  sont unitaires. En remarquant que, 
pour tout x, x' et U, V, 

[dB(x,o)(U) + dB(x, o)(V)[ <_ 2sup (IV[, IVl) 

et en rappelant que ~ k  (Y, O) dO est une mesure de probabilit6 sur 0.~, nous 
d6duisons que 

[dB(Fk(~,),o)(Y2) -dB(f,(y),o)(Vo) ]~ck(Y, <4dg o (Fk(y ) ,Fk(y)) .  
I d O  

De mSme, du fait que HdBHgo = 1 nous ddduisons que 
i 

< ' 

<_ 2 longueur (7) <_ ck . dg(y, y') , 
off 7 d6signe, comme dans le lemme 7.5.a, l 'image par ~ck du segment 
g6od6sique a qui joint y s y'. En additionnant ces in6galit6s, il vient 

- r0)[  < y ')  + G o 

Fin de la preuve du lemme 7.5: D'apr6s le th6or6me d'Egoroff ([F], p. 77) 
et le lemme 7.4, pour tout r />  0 (suffisamment petit), il existe un ensemble 
mesurable K tel que 

0 V ~  < ,  
ii) sur K, la suite de sections y ~-~ H~ converge uniform6ment vers •  Tt " 

Ayant pr6alablement fix6 un ~ positif suffisamment petit, on peut choisir 71 
assez petit et K de sorte que X \ K  ne contienne aucune g-boule de rayon 
r (en effet, le g-volume de celles-ci est uniform6ment minor6 sur la vari6t6 
compacte X). On peut 6galement choisir N ~ N de sorte que : 

i) pour tout k _> N,  ho < c ~ < h 0 +  
ii) pour tout k _> N e t  pour tout y ~ K 
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L'hypoth~se faite sur K implique par ailleurs que, pour tout  y E X,  
dg(y , K)  < e, off d 9 d~signe la distance r iemannienne associ~e ~ la m~trique 
g. Dans ce qui suit e et K sont fixes, et on fixe ~galement k _> N.  

Si le lemme 7.5 n '~tait  pas v~rifi~, il existerait des points y~r E X et 
Yk E It" tels que dg(yk,y~) < e, I[H~v,k- ~Ill - > h ' 3 ' e  (off "-u~r _> K3 _> 

K2(IQ + 1) + 1). 
La continuit5 de y H H i donnerai t  l 'existence d 'un  premier point (not~ 

y)~) du segment g6od~sique [Yk, Y'k] tel que I1% - III : ce qui impli- 

querait  que #~ _< 1 - • en tout  point du segment gfiod~sique ct = [yk, y~]. 
n 

En appliquant  les lemmes 7.5.a et 7.5.b, nous obtiendrions 

IIh~oP-h~,,ll <_ 1/2(I(1 q- 1)c .  

C o m m e  1 - ~IIt < c, on aurai t  une contradiction, o 

LEMME 7.6. I1 existe une sons-suite de la suite Fk qui converge uniformdment 
vers une application continue F : X --+ X .  

Preuve : D'apr~s le lemme 7.5, pour tout  k _> N e t  pour tout  y E X,  
Ln -- K3 e _< p~(y) <_ In + K3 ~ pour t o u t  j = 1, 2 , . . .  , n. En consequence 
d'apr~s le calcul de la diff~rentielle de 7r fair au chapitre 5 (formule (5.6)) 
on en d~duit que, pour k > N,  

et 
4 n  

Traceg[F;go] < go T r a c e g ( 9 r  + ; t"  �9 c < + It'" �9 c .  

On en d~duit clue la famille (Fk)k>N est une famille ~quicontinue d'applica- 
tions lipschitziennes. I1 existe donc une sous-suite, notre  encore Fk, qui 
converge uniform6ment vers une application continue F : X ---* X;  en effet 
X est compacte  et, pour y E X fix~, {Fk(y)}k>_N est relat ivement compact ,  n 

3 e ETAPE. F est une isomdtrie de (X,g)  sur (X, go). Nous ~tudions 
d 'abord  plus pr~cis~ment la convergence de la suite Fk afin d 'en d~duire 
que F est contractante.  Un argument  de volume montre ensuite que F est 
une isom6trie locale; on termine en uti l isant le degr~ de F .  

La premiere ~tape consiste s montrer  que la norme de dFk converge 
presque sfirement vers 1. Cette norme est calcul~e s l 'aide de la m~trique g 
au d@ar t  et go a l 'arriv6e et d~finie par 

lldyFkl[g,ao(y)= sup [[dyFktu)l}g ~ 
uETy X 

g(u,u)=J 
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LEMME 7.7. La suite des tenseurs F~go est uniform6ment born6e et con- 
verge presque sfirement vers g. 

Preuve : La preuve du lemme 7.6 donne 

1 
- Traceg(F~go) < 1 + K " .  r . 
n 

Par ailleurs, il d~coule du lemme 7.3 que le d~terminant (relativement s 
g) de Ffcgo tend vers 1 presque sfirement. Le lemme 7.7 d~coule alors du 
fait que, si une matrice sym~trique positive A satisfait, pour c suffisamment 
petit, 

1 - c < (de t  A) ~/~ < 1_ T r a c e ( A )  < 1 + c ,  
n 

alors 
[ [ A - ( d e t  A) 1/'~- I[] < K .  r 

Dans le cas present, ce principe s'applique en presque tout point y E X,  il 
suffit de remplacer A par la matrice de F~g0 dans une base g-orthonorm~e 
de TyX.  :3 

LEMME 7.8. Si F est une limite uniforme &applications Fk : (Y,g) 
(X, g0) telles que I[dyFkllg,g0 soit uniforradment born6e et tende vers 1 
presque sfirement, Mors F est lipschitzienne de constante de Lipschitz inf6- 
rieure ou 6gale ~ 1. 

Preuve : Chaque application dF~ est d$finie presque partout et de plus 
[[dFk][ converge presque partout vers 1, il existe donc un ensemble P de 
mesure pleine tel que tousles  duFk sont d6finis et [[dyFk [[ converge simple- 
ment vers 1 pour y E P.  

Nous aUons d'abord d6montrer que les Fk sont presque contractantes. 
L'argument pour le prouver nous a 6t6 sugg6r6 par [Se]. Soient donc yl 
et y2 deux points de Y; par le th6or~me de Fubini il existe un point y~ 
arbitrairement proche de Y2 tel que la g-g6od6sique minimisante 7 joignant 
Yl ~ y~ intersecte Y \ P  en un ensemble de mesure de Lebesgue nulle sur 7. 
Plus pr6cis6ment, pour presque tout vecteur v de la sphhre unitaire UyY de 
TuY , 7~-1 ( Y \ P )  est de mesure de Lebesgue nulle dans l'intervalle [0, cut(v)[, 
off 7, d~signe la g6od~sique t ~ expy(tv) et off cut(v) est la premiere valeur 
de t apr~s laquelle cette g~od~sique cesse d 'etre minimisante. Ceci se d~duit 
du fait clue 

f u  mes(]O, cut(v)[ n 7;-I(YkP)) dv = V o l ~ - l ( y \ [ C u t ( y ) O P ] )  = 0 ,  
yY 

off ff~(t,v) = exp~(tv) est un difffiomorphisme de {( t ,v ) / t  < cut(v)} sur 
y\  Cut(~). 
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Si t = dg(yl, y~), on obtient 

/0 /0 dgo(Fk(yl),Fk(y;)) <_ ]ld-y(t)Fk('~(t))l]godt <_ I]d~(t)fkllg,godt . 

En presque tout point z de la g~od~sique 7, ][dFk][g,go (z) converge vers 1 
lorsque k tend vers l'infini et est born~ ind~pendamment de z et de k, doric 
par le th~or~me de convergence domin~e 

t 

f0 ' = 
]]dv(*)Fk][g'g~ k--.+~ dg(yl, b 

En passant s la limite dans l'in6galit~ ci-dessus, il vient 

dao(F(yl) ,F(y~)) ~_ da(yl ,y~) .  

Par densit~ et continuit~ de F (par hypoth~se), cette in~galit~ est vraie pour 
tout couple (Yl, Y2)- [] 

Les lemmes 7.6 et 7.7 montrent clue les hypotheses du lemme 7.8 sont 
v~rifi~es, nous obtenons done le 

LEMME 7.9. L'application F est une isomdtrie de (X, g) sur (X, go). 

Preuve : L'application F est limite uniforme d'applications de degr~ 1, elle 
h~rite de la mSme propri~t& Le lemme est done un cas particulier de la 
proposition C.1 de l 'appendice C dans le cas off deg F = 1. 

8. Appl i ca t ion  entre  vari~tds diff~rentes 

Nous allons prouver dans ce chapitre la forme forte du th6orbme principal. 
Soient Y e t  X deux varidt6s compactes et orient6es de dimension n _> 3, on 
suppose que X poss~de une m6trique localement sym6trique de courbure 
strictement n6gative go, alors 

8.1 THI~OREME. S'il existe une application continue 

f : Y  ~X  

de degr~ non nul, alors pour route m~trique g sur Y on a l'in~galit~ 

(h(g)) n Vol(Y, g) __ I deg fl  (h(go)) ~ Vol(X, go).  

De plus l'dgalitd n 'est atteinte que si g est localement symdtrique de m&me 
type que go et si f est homotope ~ un rev&tement localement homothbtique 
de (Y, g) sur (X, go). 

Preuve : La preuve consiste ~ reprendre pas s pas les preuves des chapitres 
5 et 7 et s faire les modifications n~cessaires. 
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Une remarque p%liminaire est que l 'application f peut  fitre %gularis~e 
en une application de classe C 1 . Par la suite, nous nous placerons dans cette 
situation, c'est-lt-dire f e s t  de classe C 1. 

1) L' infigal i t~.  L'application f se relbve en une application ~quivariante 

de Y sur 2 .  Plus p%cisfiment, si p est le morphisme de 7h(y)  sur rq (X)  
induit par f ,  alors on peut relever f en une application 

N 

f : Y  , X  

telle que : 

f(?Y) = P('7)f(Y) 
pour tout 7 E 7rl (Y) et tout y E Y. Comme p%c~demment nous fixons un 

rev~tement universel riemannien ( 2 ,  go) de (X, go) et une origine en sorte 
de l'identifier s la boule unit~ de R n munie de son origine canonique. Ceci 
induit une mesure canonique sur 0) (  - S n - l ,  encore notre dO. 

Nous utilisons des applications ~quivariantes 

�9 : ? , S ~176 C L2(oS:,dO) 

e'est-s v~rifiant 
i) C~(y) est une fonction positive. 

ii) O(TY) = P(T)[CS(Y)] pour tout 7 e rrl(Y) et y e f ' ,  off Faction de 
l'fil~ment P(7) de 7r l (X)sur  un ~l~ment de L2(O2,dO) a ~t~ d~finie 
en 2.1. 

Comme dans la section 2 nous pouvons les  consid~rer eomme des applica- 
tions de deux variables O(y, 0), off y E Y e t  0 E 02(. Nous n'avons besoin 
que des exemples suivants : 

i) ~2o(y, O)= v ~ ( f ( Y ) ,  O)off po est le noyau de Poisson de (X,g0). 

Si 7r d~signe l'op~ration baryeentre du chapitre 5 (operant toujours de 

L2(OX) sur J~ et toujours associ~e a la m~trique go sur X)  alors 

rro q~0(Y) = bar ( e~(y, O)dO) = ](y) , 
donc rro/I~0 passe au quotient en une application de deg% deg(f)  de Y dans 
X,  et en partieulier, si w0 est la forme volume hyperbolique de X,  

(ao i/s = 
ii) Pour une m~trique quelconque g sur Y, on consid~re ~galement les 

applications 

~2,(y,O) = ( f~'e-cd(Y")P~ dvg(z))l/2 
(k dv.(z)) 'i" 
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off d est la distance induite sur Y par la m~trique relev6e de g, que nous 
noterons encore 9. Ces fonctjons ne sont d6finies clue pour c > h(9). Comme 

dans la section 2, pour tout y E Y, nous avons 

C 2 

Trac%(g+o)(y) < Z 

&off l'on d6duit l'in6galit6 

inf { Vol(Y, 9+~) \ c > h(9)} < Vol(Y, g) 

En posant F~ = 7r o ~ ,  on construit alors une famille d'applications 
lipschitziennes p-6quivariantes 

homotopes ~ 7r o G0 = S (cf. la remarque 4.4), donc telles que 

/ v  F: (wo ) = f v  f* (wo ) = ( deg f )  Vol( X,  9o ) . 

L'in6galit6 de calibration de la proposition 5.7 (que nous pouvons utiliser 
telle quelle puisque l'application barycentre n'a pas chang6) et la majoration 
de la trace (et du d~terminant) de 9+c donn6e ci-dessus induisent l'in6galit6 

C 

IF:(wo)l = _< v0 

oh wg est la forme-volume riemannienne associ@ h la m6trique 9 sur Y. 
Nous en d6duisons 

Idegf}Vol(X, 9o) _< < F0 gol(Y,g) 

ce qui prouve l'in6galit& 

2) Le cas d'~galit& 

8.2 PROPOSITION. Soient Y e t  X deux varidtds compactes et orientdes de 
dimension > 3. Si f : Y --+ X est une application continue de degrd non nul, 
go une mdtrique localement sym~trique de courbure strictement ndgative sur 
X et g une mdtrique sur Y vdrifiant 

Vol(Y, g) = I deg f[ Vol(X, go) et h(g) = h(go) �9 

Alors il existe un rev6tement riemannien O.e. localement isomdtrique) de 
(Y, 9) sur (X, go) homotope a f (donc de mbme degr~). 

Preuve : Elle est rigoureusement analogue s la preuve de la proposition 7.1. 
C'est la vari6t6 Y qui porte la m~trique g. 
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a) Le lemme 7.2 s'~tend 5. ce cas sans changement. Pour tout y C :Y 

I 3aC(rc)(y)l _< 1 + e(c) o5 e(c) 0 .  
c ~ h o  

En effet, la preuve du lemme 7.2 s'appuie sur l'in6galit6 de calibration 
pour la forme ~-*~0 (proposition 5.7) et sur la majoration de Traceg(g~)  
par c2/4. Ces deux arguments sont encore valables dans le cas pr6sent. 

b) Les applications Fc 6rant homotopes ~ f ,  elles sont de m~me degr6 
et donc 

Vol(X, go) <_ fv  [ JacFc(y)]dvg " I deg(f)  t 

En d6finissant I JacF~l = 1 + f+  - fg- nous poursuivons comme pr6c6- 
demment  et nous obtenons le lemme 7.3 dans ce cadre, ~ savoir que 
JaclF~k(y)l , 1 presque sCtrement sur Y. De m~me, la validit~ de la 

k--* oo  

proposition B.5 de l 'appendice B ne d@endant que de la g6om6trie de 
(X, go), la preuve du lemme 7.4 montre que H~ k tend vers • pour presque 
tout y E Y. 

e) Le lemme 7.5 reste valable dans ce nouveau cadre. En effet, l'applica- 
tion 7r est ici la m~me qu'au paragraphe 7, puisqu'elle ne d@end que de 
(X, go). La validit6 des lemmes 7.5.a et 7.5.b est donc pr6serv6e. I1 apparait 
clairement dans la preuve du lemme 7.5 que celle-ci ne d@end de (Y, g) qu'~ 
travers la borne supfrieure de Traceg(g~ck ) qui est, ici encore, major6e par 
c2/4. Nous en d6duisons, par les formules (5.3) et (5.6), que d(Tr o O~k) est 
born6e ind@endamment  de k. L'6quicontinuit6 implique la convergence de 
7r o ~ k  vers une application lipschitzienne F : (Y, g) ~ (X, g0). 

d) Le lemme 7.7 reste 6galement valable si Y r X. Sa preuve se re- 
produit ~ l'identique, puisqu'elle consiste s remarquer que ce qui pr6cbde 
implique que, sur un ensemble de mesure pleine dans Y, 

2v/-n (1 + e;c(y)) �9 
Ild%( ) ll _< (n  + d - 2) 

Ceci et la majoration de la trace de gr permettent  de prouver, comme dans 
le lemme 7.7, 

1 -ek(y) <_ (~) Trace(F~go)(y) 
I Jac Fk(y)[2In < 1 + ek(y) , 

ce qui prouve que F~ go converge presque sfirement vers g e t  achbve la preuve 
du lemme 7.7 dans cecas.  

Enfin, le lemme 7.8 est 6videmment toujours valable ici. Nous obtenons 
ainsi une suite d'applications Fck qui convergent uniforrnfiment vers une ap- 
plication lipschitzienne contractante F : Y ~ X, homotope ~ f ,  donc de 
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m6me degr6. La fin de la preuve est obtenue en appliquant la proposition 
C.1 de l 'appendice C. D 

9. A p p l i c a t i o n s  

Dans ce chapitre, nous tirons les cons6quences du th6or6me 8.1, qui joue un 
r61e central et constitue le lien entre la g6om6trie riemannienne et l'6tude 
dynamique du riot g6od6sique. Les cons6quences sont done de deux natures. 

A. A p p l i c a t i o n s  de  n a t u r e  r i e m a n n i e n n e .  La principale cons6quence 
riemannienne est le r6sultat suivant, conjectur6 dans [Grl], p. 221, et [Gr2], 
p. 58. Dans ce qui suit go d6signe une mdtrique hyperbolique rdeUe (h cour- 
bure constante dgale • - 1 )  sur une vari6t6 compacte orient6e X. Les vari6t6s 
consid6r6es sont de dimension sup6rieure ou 6gale h 3. 

9.1 THI~OREME. Soit Y une varidtd compacte orientde et f : Y -* X une 
application continue de degr~ non nul (resp. de degr~ 1) alors, pour route 
m6trique g sur Y ,  on a 

Ricci(9) _> - ( n - 1 ) g  ==v Vol(Y, g) _> [degfl  Vol(X, g0) . 

De plus, l'dgalitd est atteinte si et seulement si g est hyperbolique rdelle et 
f est homotope ~ un rev@tement riemannien (resp. une isombtrie). 

Preuve : Le th6or6me de comparaison de Bishop (voir [GHuLa], p. 144) 
montre que 

Ricci(g) _> - ( n - 1 ) g  '.. h(g) <_ ( n - l )  = h(go) �9 

Le th6or6me 9.1 se d6duit donc simplement du th6or6me 8.1. [] 

Dans [Grl], M. Gromov introduit un invariant important, le volume 
minimal d'une vari6t6. Pr6cis6ment, si K(g)  d6signe la courbure sectionnelle 
d'une m6trique g, alors 

minVol(Y) = inf { Vol(Y, g) \ g telle que [Is < 1} . 

On a l e  

9.2 COROLLAIRE. Sous les hypothbses du th6orbme 9.1, 

minVol(Y) ~ [deg f[ Vol(X, go) et minVol(X) = Vol(X, go) �9 

Dans le cas des autres espaces localement sym6triques (X, go) de cour- 
bure strictement n6gative, on a Ricci(go) = - ( m + - ~ ) g 0 ,  off go est nor- 

1 Si malis6e pour que sa courbure sectionnelle Kg o v6rifie - 1  < Kg o ~_ - 7 "  
f : Y ---+ X est une application continue et g une m6trique sur Y, on a, 
d'apr6s l'in6galit6 de Bishop 
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_ _ ( n  + - 4  ) g (9.3) Ricci(9) 
\ 

~ V o l ( Y , 9 )  >_ Ideg/I  ( n - ] ~ r ~ - ~ 2 - 4 )  Vol(X, g0) �9 

On voit que, sons les m~mes hypotheses, 

(n + d - 2) 2 n/2 
minVol(Y)>_[degfI[(n_~(n~_~-d-_4)] Vol(X, g0) (9.4) 

Lorsque (X, 9o) est localement sym6trique non hyperbolique r6elle, 
(n+d_2) 2 ]n/2 (~-l)(,,+3d-4)J est strictement inf6rieur s 1 et les in6galit6s (9.3) et 

(9.4) ne sont pas optimales. En particulier, dans ce cas, le probl6me P.1 du 
volume minimal reste ouvert. 

9.5 Remarque : Le th6or~me 9.1 montre que, sur une vari6t6 hyperbolique 
r6elle, le plus petit  volume des m6triques 9 satisfaisant s l 'hypoth6se Ricci(g) 
> - ( n - l ) 9  est celui de la m6trique hyperbolique r6elle 9o et que c'est la 
seule/t  le r6aliser. Dans le cas ou une vari6t6 Y se surjecte sur X par une 
application de degr6 p non nul, alors cette valeur minimale est IPl VoI(X, g0) 
et elle ne peut  ~tre atteinte que par une m6trique hyperbolique r6elle et si 
f peut  se d6former en un rev6tement riemannien. 

Dans [GrT], M. Gromov et W. Thurston exhibent des vari6t6s Y de 
dimension sup6rieure ou 6gale s 4 qui admettent  des m6triques ~ courbure 
sectionnelle arbitrairement proehe de la constante -1 mais aucune m6trique 

courbure constante -1. Elles sont de plus des rev6tements branch6s sur des 
vari6t6s hyperboliques X. Le th6or6me 9.1 montre alors que, sur l 'ensemble 
des m6triques g sur Y satisfaisant s la condition Ricci(9) > - ( n - 1 ) g ,  la 
fonctionnelle g H Vol(Y, g) est minor4e par p .  Vol(X, 90), oh p est l 'ordre 
du rev6tement. 

Le th6or6me 9.1 admet un autre corollaire important en dimension 4. 

9.6  T H ] g O R E M E .  Soit X une vari6t~ compacte de dimension 4 admettant 
une m6trique hyperbolique r6elle go alors c'est la seule mdtrique d'Einstein 
sur X d homoth6tie prbs. 

Preuve : En dimension 4, la caract6ristique d'Euler d'une vari6t6 X se cal- 
eule en fonetion du tenseur de courbure de n' importe quelle m6trique 9 par 
la formule (voir [Bes2], p. 161) 

x(X) = ~ (llw~ll 2 -IlZ~ll 2 + IIGIf)  d ~  

oh W 9 d6signe le tenseur de Weyl de g, ]]Z~[] est 6gal a 6"1-}] Ricci(g)-  ~Yll~l(g) _, 
et IIGtt = Cscal(g), oa lea constantes C1 et C sont universelles. 
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Alors. si g est une autre m~trique d'Einstein, sa courbure scalaire est 
strictement n~gative, en effet si Ricci(9) >_ 0 alors 7cl (X) a une croissance 
au plus polynomiale et X ne peut donc supporter de m~triques s courbure 
sectionnelle strictement n6gative. 

On peut  donc, quitte s renormaliser g, supposer que Ricci(g) = - ( n -  1)g, 
d'ofi 

1 = n2(n-1)  2 Vol(X, g) x ( x )  >__ IIb ll 2 dvg 

C 2 1 f x  
>_ 87r2n2(n-1)2Vol(X, go) = ~ ][Ug0[[ 2 = x'(X) �9 

On utilise ici le fait que Zg et Zg0 sont nuls ear g e t  g0 sont des m~triques 
d'Einstein et que Wg 0 - 0 ear go est localement conform6ment plate. La 
seconde in~galit~ provient du th~or~lne 9.1. L'~galit~ des extremes montre 
que nous sommes dans l eca s  d'~galit~ du th~orbme 9.1 et done que g est 
isomdtrique ~ go (ici Y = X et f = id). 

Une autre application riemannienne est une nouvelle preuve unifide du 
th~or~me de rigidit~ de G.D. Mostow ([Mos]) ainsi que des g~n~ralisations 
de ce th~or~me dues h K. Corlette, Y.-T. Siu et W. Thurston ([C], [Si], [T]). 

9.7 THI~OR~IME (G.D. Mostow). Soient (Y~gl) et  (X, go) deux vari6t6s 
compactes localement sym6triques de courbure strictement n6gative de di- 
mension n >_ 3. On suppose que Y et X sont homotopiquement 6quivalentes. 
Alors (~, gl) et (X, go) sont homoth6tiques. 

Preuve : Quitte A remplacer gl par Agl on peut supposer Vol(X, g0) = 
Vol(Y, gl). Soit f : Y ~ X et h : X --+ Y une 6quivalenee d'homotopie 
entre X et Y, les applications continues f et h sont de degr6 1. Le th6or6me 
8.1 appliqu6 deux fois entraine : 

h~(gl) Vol(Y, gl) = hn(go) Vol(X, go) �9 (9.8) 

Comme les volumes sont 6gaux, on d6duit h(gl) = h(go) et nous sommes 
dans lecas d'6galit6 du th6or~me 8.1, donc (Y, gl) et (X, go) sont isom6triques 
par une isomdtrie homotope ~ f .  D 

9 .9  TH]~Olt.EME (K. Corlette, Y.T. Siu, W. Thurston). Soient (X, go) 
et (Y,g~) deux vari~t~s compactes hyperboliques r~elles (resp. complexes, 
quaternionniennes ou de Cayley) de dimension n >_ 3. Soit f : Y ~ X 
une application de degrd p 7 s O. Alors, si Vol(Y, gl) = Ipl Vol(X, go), f e s t  
homotope gun  revgtement isomgtrique. 

Rappelons que les m5triques hyperboliques r~elles (resp. complexes, qua- 
ternionniennes ou de Cayley) sont normalis~es de sorte que leurs eourbures 
seetionnelles soient ~gales s -1 (respectivement comprises entre -4 et -1). 
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Preuve : C'est une consequence directe du cas d'~galit@ du th6orbme 8.1. D 

Ce th~or~me a ~t~ prouv@ par W. Thurston IT] dans le cas hyperbolique 
r6el; Y.T. Siu [Si] (cas hyperbolique complexe) et K. Corlette [C] (cas hyper- 
bolique quaternionnien et de Cayley) l 'obtiennent comme corollaire d'autres 
r@sultats. 

Duns le cas hyperbolique rSel, la preuve de W. Thurston est dans le m@me 
esprit que celle qu'il donne du th~or~me de rigidit~ de G.D. Mostow. Darts 
les cas hyperboliques complexe, quaternionnien, et de Cayley, les preuves de 
Y.T. Siu et K. Corlette utilisent la m~thode des applications harmoniques. 

On remarquera que notre m@thode donne une construction de l'isom~trie 
(voir les chapitres 7 et 8). 

9.10 Remarques : i) L'hypoth~se sur les volumes est n~cessaire duns cette 
version des th~or~mes de rigidit@. En effet, 6tant donn~e une vari6t~ hyper- 
bolique (X, go), compacte de dimension 3, on peut construire une infinit5 
de vari~tSs hyperboliques qui admettent  une application de degr~ 1 sur X. 
Elles ont, bien entendu, un volume different de celui de (X, go)- Ces con- 
structions sont faites par chirurgie de Dehn sur certains nceuds duns X dont 
le compl@mentaire est hyperbolique (volt [BOW], section 4). 

ii) Ces exemples montrent au passage que, duns le th~or~me de rigidit~ de 
Mostow, le fait d'avoir une ~quivalence d'homotopie est aussi fondamental. 

Enfin, une autre application est l'in6galit6 isop~rim6trique suivante : 

9.11 PROPOSITION. Soient Y e t  X deux varidtds compactes et orient6es, 
de dimension n > 2 relides par une application f : Y --~ X de degr~ non 
nul. Supposons que X admet une mdtrique 1ocalement symdtrique go de 
courbure negative et consid@rons une m~trique g queIconque sur Y.  Notons 
respeetivement Bg (y, R) et Bgo (x, R) les boules-gdoddsiques de rayon R dans 
les rev6tements universels riemanniens de (Y, g) et (X, go). Pour tousles  
x E X et tons les y E Y ,  on a alors 

VolAOBg (~, R)) n 
lim s u p  

R--~ Volg(Bg(y, n))  n . Vol(Y, g) - I  

> Ideg(f)l  �9 lim V~176176 
- -  R - - o c  V o l g  ~ (Bgo (x ,  n ) )  n �9 V o l ( X ,  g0)  - 1  

De plus, s i n  >_ 3, ii y a dgalit@ si et seulement s'il existe un rev~tement 
1ocalement homoth@tique de (Y, g) sat  (X,  go) homotope ~ f . 

Remarque : Lorsque g est de courbure n@gative, la limite supfirieure du 
membre de gauche de l'in@galit@ isop@rim@trique ci-dessus est une limite au 
sens usuel. 
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Preuve : La d~finition m&me de l 'entropie (voir le chapitre 1) donne, sur 
toute vari~t6 (Y, g) et pour tout R0, 

l i m [  1 JR R v~ ] 
R--~ R---Ro o VolB~(y,r) dr = h(Y,g) . 

L'in6galit~ se d~duit alors du th~or~me 8.1. Le cas d'~galit~ se d~duit du 
cas d'6galit6 dans le th6or6me 8.1. D 

B. A p p l i c a t i o n s  de  n a t u r e  d y n a m i q u e .  Soient (Y,g) et (X, g0) deux 
vari6t6s riemanniennes compactes de dimension n. Soient UgY et b~o X les 
fibr6s unitaires eorrespondants et ~g, ~g0 les ro ts  g6od6siques respectivement 
associ6s h g (sur Y) et s g0 (sur X). On dit que ~ et ~0 sont C~-conjugu6s 
s'il existe un diff~omorphisme de classe C k, if' : UgY ---+ UgoX tel que ~ o (  g = 

Le th~or~me suivant exprime qu'une vari~t~ compacte toealement sym~- 
trique de courbure str ictement n~gative et de dimension sup~rieure ou ~gale 
s trois est earact~ris~e par la C 1-elasse de conjugaison de son riot g~od~sique : 

9 .12  TI-II~OREME. Soit (Y, g) et (X, go) deuz vari~t~s riemanniennes com- 
pactes de dimension n > 3. On suppose que go est 1ocalement symgtrique 
de courbure strictement n6gative. Si les ttots gdoddsiques de g et go sont 
C 1-conjuguds, g est isomgtrique ~ go. 

Preuve : La C~ des riots entraine l'~galit~ des entropies topolo- 
giques, c'est-k-dire htop(g) = htop(go). Par ailleurs, C. Croke et B. Kleiner 
(voir [CrK1]) ainsi que P. Foulon ([Fo]) montrent  que la C~-conjugaison des 
riots entraine l'~galit5 Vol(X, go) = Vol(Y, g). 

L'homfiomorphisme �9 entre UgY et UgoX implique que 7h(X) est iso- 
morphe s 7rl(Y); en effet, 7rl(UgY ) ~- 7rl(Y) et 7rl(UgoX ) -~ 7rl(X) ear 
n > 3. Enfin, X est un /x'(Tr, I) (ear X porte une m~trique de courbure 
n~gative) et Y ~galement ear U'gY est hom~omorphe ~ ~%0 X (voir Appen- 
dice D). II existe done une ~quivalenee d'homotopie entre Yet X que Fon 
peut done r~gulariser en une application C I de degr~ i, f : Y ) X. Alors, 
en utilisant le th~or~me de Dinaburg et Manning ~none~ en introduction et 
le th6or~me 8.1, nous obtenons 

h n _ Vol(Y, g) > (a(g)) Vol(Y, g) > Vol(X, g01 

( t o p ( g 0 ) )  Vol (X,  g0) 

Des ~galit~s pr~c~dentes il vient que (Y, g) et (X, go) v~rifient l'~galit~ dans 
l'inSgalit~ du thSor~me 8.1 et donc que (Y, g) est isom~trique ~t (X, go)- 

Dans le th~or~me 9.12, aucune hypoth~se n'est  faite sur le signe de la 
courbure de g. Nous allons maintenant  supposer la courbure de g 
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strictement n6gative. On rappelle que, si g est une m6trique de cour- 
bure strictement n6gative sur une vari6t6 compacte Y, dans chaque classe 
d'homotopie libre c~ il y a une unique g6od6sique p6riodique dont la longueur 
est not6e fg(a). On construit ainsi une application : 

fg : {classes d 'homotopie libre} ~ R + 
, ,  ~g(~) 

que l'on appelle spectre marqu6 des longueurs. Nous dirons que deux 
vari6t6s riemanniennes (X, gl) et (Y, g2) ont m6me spectre marqu6 des 
longueurs s'il existe un isomorphisme p de 7rl(Y) sur ~h(X) tel que :  

~ 9 ~ ~  . 

9.13 Remarque : Dans le cas oh go est hyperbolique r6elle et gl est de cour- 
bure strictement n6gative nous pouvons utiliser un r6sultat de U. Hamen- 
st~idt ([H2]) qui montre que la C~ des rots  entraine l'6galit6 des 
volumes. En particulier, nous obtenons le 

9.14 THEOR~3ME. Soit (Y, gl) et (X, go) deux vari6t~s riemanniennes com- 
pactes de dimension > 3. On suppose que gl est de courbure strictement 
n6gative et que go est hyperbolique r6elle (de courbure constante 6gale 
-1 ) .  A1ors si (Y, gl) a m6me spectre marqu6 des longueurs que (X,  go), gl 
est isom6trique ~ go. 

Preuve : Dans [H1] il est prouv6 que l'identit6 des spectres marqu6s implique 
la C~ des riots g6od6siques correspondants. Le th6or6me d6coule 
alors de la preuve du th6or~me 9.12 et de la remarque 9.13. D 

Rappelons quelques d6finitions : soient X une vari6t6 compacte de di- 
mension n > 2, Z un champ de vecteurs lisse sur X et ~t le ro t  associ6 
s  

Le ro t  ~t est un ro t  d'Anosov s'il existe une d6composition du fibr6 
tangent T X  de X qui est invariante par le ro t  : T X  = R Z  | E ~ Q E ~ ,  et 
des constantes a e t  b strictement positives telles que 

v y  e E , v t  > 0 ,  IId ,(V)ll < allWlle -b* (9.15) 

v v  e E , v t  > 0 ,  Ild -,(v)ll _< allVll~ - ~  (9.16) 
o~ II II est u~e m~trique riemannienne sur X.  Le fait que ~t soit un riot 
d'Anosov ne d~pend pas du choix de la m~trique II II. 

Par exemple, les riots g~od~siques des vari~t~s compactes de courbure 
strictement n~gative sont des riots d'Anosov. On appelle E s~, E ~ ,  E s -- 
E ~ |  RZ ,  E ~ = E ~ |  les distributions respectivement stable, instable, 
centraJe stable, centrale instable. 



Vol.5, 1995 E N T R O P I E S  ET RIGIDITIES 779 

Darts [BenFoL], Y. Benoist, P. Foulon et F. Labourie ont montr4 que les 
flots g4od~siques des vari&~s compactes localement sym~triques de cour- 
bure strictement n4gative sont caract4ris4s, parmi les flots g4od&iques des 
vari&4s compactes de courbure strictement n~gative, par la r4gularit4 de la 
distribution centrale stable (ou centrale instable). 

Avec le th6or~me 9.12, nous obtenons 

9.17 COROLLAIRE. Soit (X, g) une varidtd compacte de dimension n >_ 3 et 
de courbure strictement negative; si la distribution centrale stable de (X, g) 
est C ~ , alors (X, g) est isomdtrique fi une varidt4 localement sym4trique de 
courbure strictement n~gative. 

Preuve : Le thSor~me de Y. Benoist, P. Foulon et F. Labourie (cf. [BenFoL]) 
entraine que le flot g~od~sique de (X, g) est C~-conjugu4 ~ celui d'une 
vari&4 localement sym&rique de courbure strictement n4gative et le thSo- 
r~me 9.12 entraine alors que ces deux vari~t~s sont isom~triques, rn 

e .  A p p l i c a t i o n  h la c o n j e c t u r e  de  L ichnerowica .  Une vari&~ har- 
monique est une vari~t4 riemannienne dont les spheres g6od4siques sont 
de courbure moyenne constante ([Besl], [Li]). Apr~s avoir montr~ qu'mle 
vari~t4 harmonique de dimension inf~rieure ou ~gale & 4 est un espaee 
sym&rique, A. Lichnerowicz conjecture qu'il en est ainsi en route dimension. 
R~eemment, Z. Szabo a prouv4 qu'une vari&~ harmonique compacte dont le 
groupe fondamental est fini est un espace sym&rique de rang 1 ([Sz]). Une 
vari~tb harmonique non compacte est sans point eonjugu~, et son rev~tement 
universel est diff4omorphe & R ~ (cf. [Besl], p. 171). Une vari&~ riemanni- 
enne de courbure n4gative est asymptotiquement harmonique si la courbure 
moyenne des horosph~res de son rev&ement universel est constante (cf. 
[BaGrS] pour la d~finition des horosph~res). Une vari&~ harmonique non 
eompacte est done asymptotiquement harmonique. 

P. Foulon et F. Labourie ont montr6 qu'une vari&4 riemannienne com- 
pacte de courbure strictement r~figative et asymptotiquement harmonique a 
son flot gfiodfisique C~-conjugu4 ~ celui d'une vari&~ compacte locMement 
sym&rique de courbure strictement n~gative (cf. [FoL]). 

E. Damek et F. Ricci ont donn6 des exemples de vari&6s homog&nes 
simplement connexes harmoniques de courbure n~gative qui ne sont pas 
sym6triques ([DRi]). Ces contre-exemples n 'admettent  pas de quotient rie- 
mannien compact. I1 reste done g savoir si une vari4t4 harmonique sim- 
plement connexe de courbure strictement n~gative, qui admet une vari&& 
quotient compacte est automatiquement un espace sym~trique de rang 1. 
Remarquons que les vari&&-quotients ainsi obtenues sont automatique- 
ment asymptotiquement harmoniques. Nous terminons ta r~sotution de ee 
probl~me en prouvant le 
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9.18 COROLLAIRE. Soit (Y,g) une variEtE compacte de courbure stricte- 
ment  negative asymptot iquement  harmonique de dimension > 3. A1ors 
(Y, g) est isomEtrique }~ une variEtE 1ocalement symEtrique de courbure 
strictement negative. 

Preuve : Le th~or~me de P. Foulon et F. Labourie (cf. [FoL]) montre que le 
riot g~od~sique de (Y, g) est C~-conjugug s celui d'une vari~t~ localement 
sym&rique de courbure strictement n~gative. Le th6or~me 9.12 permet alors 
de conclure. D 

Dans [Ledl], F. Ledrappier montre qu'une vari~t5 riemannienne com- 
pacte de courbure strictement nSgative, telle que les mesures de Bowen- 
Margulis et harmonique (d~finies sur le fibr~ unitaire) sont proportion- 
nelles, est asymptotiquement harmonique. Le th6or~me 9.18 implique alors 
le corollaire suivant : 

fl.lfl TtI]~OREME. Soit (X,  g) une variEtE riemannienne compacte ori- 
entable telle que la mesure de Bowen-Margulis et la mesure harmonique 
associEes ?~ g sont proportionnelles, alors (X, g) est localement symEtrique. 

D. Q u e l q u e s  p r o b l b m e s  o u v e r t s  c o n c e r n a n t  l ' i sospec t ra l i t6 .  Soient 
(Y,g) et (X, go) deux vari6t6s riemanniennes compactes de dimension au 
moins 3 et de courbure strictement n6gative. Nous supposerons que go est 
localement sym6trique. Nous dirons que ces deux vari6t6s sont isospectrales 
si leurs laplaciens ont m~me spectre (i.e. l 'ensemble des valeurs propres du 
laplacien de (Y, g) coincide avec l'ensemble des valeurs propres du laplacien 
de (X, go)). Nous nous int6ressons au problbme suivant : 

9.20 CONJECTURE . Si (Y,g) et (X, go) sont isospectrales et s'il existe 
une application de degrE non nul de Y sur X, alors (Y, g) et (X,  go) sont 
isomEtriques. 

Deux vari6t~s isospectrales ayant mSme volume (voir par exemple 
[BerGaMaz], p. 216), le th~or~me 8.1 implique que la conjecture 9.20 d~coule 
de la seconde conjecture suivante : 

9 . 2 1  C O N J E C T U R E .  En courbure strictement negative, la donnEe du spectre 
du laplacien determine l'entropie volumique. 

TENTATIVE DE PREUVE. Un r~sultat de Y. Colin de Verdi~re ([CdV]) mon- 
tre que le spectre du laplacien donne le spectre non marqu~ des longueurs, 
i.e. l 'ensemble de toutes les longueurs des g~od~siques p~riodiques, clue nous 
noterons SpecLong. Par ailleurs, un r~sultat de G.A. Margulis ([Ma]) 
prouve que l'entropie volumique (qui, en courbure strictement n6,gative, 
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coincide avec l'entropie topologique, voir le chapitre 1) peut ~tre d~finie 
comme l'infimum des c tels que 

(9.22) m(e)e < 
gESpec Long 

off re(e) est la multiplicit~ de la valeur f E SpecLong (i.e. le hombre de 
g~od~siques p6riodiques de longueur 0 .  Pour une m~trique g g~n~rique, la 
multiplicit5 de chaque longueur de Spec Long est ~gale s 1 et la conjecture 
9.21 est vraie. 

La conjecture 9.21 reste vraie si la multiplicit5 croit sous-exponentielle- 
ment en fonction de la longueur, i.e. si lime_.+~ [~ Log re(Q] = 0. En effet, 
d'apr~s (9.22), l'entropie est alors l'infimum des c tels que ~-~4eSp~r Long e-c~ 
< +cx~: elle est donc donn~e par le spectre des longueurs non marque, 
lui-mSme donn5 par le spectre du laplacien. Malheureusement, il est proba- 
blement faux que, dans le cas locMement sym~trique, la multiplicit~ croisse 
toujours sous-exponentiellement. [] 

Pour une vari6t6 riemannienne quelconque (Y, g), notons h'(Y, g) l'infi- 
mum des c tels que ~-~eeSpec Long e-r < +oo. La quantit6 h(Y, g) - h'(Y, g) 
est positive ou nulle et mesure le taux moyen de croissance exponentielle de 
la multiplicit6 des longueurs. Si (Y, g) 6tait isospectrale et non isom6trique 
~t (X, go) et s'il existait une application de degr6 non nul de Y sur X,  le 
th6or6me 8.1 donnerait 

h(Y,g) - h '(Y,g) > h(X,  go) - h ' (X,  go) , 

ce qui impliquerait qu'il y a beaucoup plus de grandes g~od~siques de 
longueurs ~gales sur (Y,g) que sur (X, go)~ Une conjecture raisonnable est 
de prouver clue c'est en fait le contraire qui a lieu, en raison des sym~tries 
de la m~trique go. 

Appendice A 

Nous donnons ici une preuve de l'existence et de l'unicit~ du barycentre 
inspir~e de la remarque 4 page 27 de [DOE]. Nous nous pla~ons dans un 
cadre plus g~n6ral : X est une vari6t~ compacte de courbure strictement 
n~gative et X est son rev~tement universel, enfin/l  d6signe une mesure de 
probabilit~ (positive) sans atome sur 0)(.  

A.1 PROPOSITION. S i p  ne possbde aucun atome, l'6quation vectorielle 

fo~ = o dB(~,o)dp(O) 

d6finit un unique point x E X appeld le barycentre de # et notd bar(p). 
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Preuve : Nous recherchons les points critiques de la fonction 

= [ B(x, O) dr(O) B(x) 
Jo 

@ 

1) EXISTENCE D'UN MINIMUM. Nous allons montrer que /3 admet un 
minimum dans 2(. Pour faire cela il suffit de prouver que B('x) tend vers 

+c~ lorsque x tend radialement vers un point 00 E 0X,  c'est-h-dire le long 
de la demi-g6od6sique O0o (on rappelle que X est muni d'une origine o). 

En effet, la m~trique de X provenant de celle d'une vari~t~ compacte de 
courbure strictement n~gative, la fonction x ~ B(x, O) est convexe Ie long 
des g~od~siques ([BaGrS], p. 24). Par consequent, pour tout c > 0, chaque 
point du bord de l 'ensemble convexe Ac = {x\/3(x) _< c} peut-~tre joint ~ o 
par un rayon enti~rement inclus dans Ac, done le fair que la limite radiale 
de /3 soit +co  sufl:it g assurer l 'existence du minimum. Pour tout x et x0 
sur la demi-g6od6sique o00 et pour tout 0 E 02(, on a, si x est situ6 entre 
x0 et O0 

d(xo, o)B(x, O) > d(., o)B(~o, O) (.) 
o~l d d~signe la distance riemannienne dans 2(. On rappelle clue B e s t  
normalis~e en sorte que B(o, O) - 0 pour tout 0 E 02(. 

Pour x E o00 soit Joo(X) = {0 E OX\B(x,O) < 0}. La fonction B(z,O) 
est continue en 0 et donc, pour tout x, Joo(x) est un compact de 02(. 
L'in~galit~ ( ,)  implique que Joo(X) C Joo(XO) s i x  est situs entre x0 et 00 
sur la g~od~sique o00. En fait ~ e o 0 0  Joo(x) = {00}, en effet si 0 r 00, 
B(x, O) , +oo. 

X"*O0 
En consequence, #(Joo(X)) tend en d~croissant vers #({00}), qui est mfl 

par hypoth~se, lorsque x tend vers 00 le long de la demi-gSod6sique o00 (de 
overs  00). En particulier on peut choisir x0 E o00 tel clue I~(Joo(Xo)) < 1 et 

donc un compact I (  de Off\Joo(Xo) tel que #(I() > 0. On a alors 

Jo~ B(x, O)d#(O) = ~Oo (x) 

>- f&o (~) 
s i x  est entre x0 et 0o. Pour 0 E K,  on a 

B(x0,0)  > C > 0 

et donc, en utilisant l'in6galit6 (*), 

fo B(x,0)d.(o) >_ c .(• + eTg0:o) f, 

B(., O)gU(O) + fo~\JOo (~) B(x, O)dU(O) 

B(., o)a~(o) + s B(x, O)d~,(O) 

B(xo,O)a~,(O) . 
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Enfin on a, 

B(xo,0) _> -s ,p{IB(xo,O)l\O e = - D  , (D >_ o). 

En r6sum6 nous obtenons 

fo d(x, o) ~, B(x, O)d#(O) >_ d(xo, o-----~ (C#(K) - D#(Joo (x))) 

et, lorsque x tend vers Oo le long de o00, #(Joo (x)) tend  vers z6ro, donc 

B(x) = J[o~ B(x,O)dp(O) tend vers + OO. 

2)  U N I C I T E  DU POINT CRITIQUE.  S o u s  les  tlypoth~ses consid6r6es B(x) 
est s t r ic tement  convexe. En effet, si u est un vecteur unitaire tangent  en 
xc)( 

/ .  

DdBx(U,U) = ] DdB(j)(u,u)d#(O) b 

Jo 
La courbure de la m6trique ~tant s t r ie tement  n6gative pinc6e sur )(  les 
horosph~res ont des courbures principales minor~es par un nombre stricte- 
ment  positif; en cons6quence, l 'horosph~re passant  par x et centr6e en 8 a 
une seconde forme fondamentale  qui est d~finie et positive; or celle-ci est la 
restriction de DriP(x,6) 5. l 'espace tangent  s cette horosph~re en x. La forme 
bilin~aire DdB(x,o) ne s 'annule donc qu 'en la direction de la g6od6sique de 

x ~ 8. Soient alors 8 + et 0 o les deux extr~mit6s de la g~od6sique passant  
par x et tangente  ~ u, on a 

DdB(x,o)(u,u)>O si 8 r  + e t 8  o 

DdB(x,o)(u, u) = 0 sinon . 

Comme,  par hypoth6se, #({8+}) = #({0o} ) = 0 on a 

Ddl3x(u, u) > 0 . 

Appendice B 

On se propose dans cet appendice de prouver l'in6galit6 pe rmet tan t  le calcul 
de la comasse de 7c*(w0). Nous utiliserons les notat ions du chapitre 5. On 
rappelle clue H est un endomorphisme sym6trique dont les valeurs propres 
sont s t r ic tement  comprises entre 0 et 1, leur somme valant 1. De plus, nous 
notons dk, k = 1 , . . . ,  d - 1, les endomorphismes orthogonaux,  satisfaisant 
J~ = - i d ,  qui apparaissent dans la d~finition du corps ou de l 'alg6bre de 
base. En fixant une base nous pouvons identifier t o u s l e s  endomorphismes 
5  ̀des matrices.  
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B.1 PROPOSITION�9 Si n = d i m X  >_ 3, on a 

(de t (H))  n 

(de t  ( I  - - -  ~--~-Z--1 < = _ H _  y~k=lJkUjk)) 2 -  ( n + d - 2 f i  

B.2 LEMME. En restriction aux matrices symdtriques ddfinies positives la 
fonction dbterminant est log-concave. 

Preuve du lerame B.2 : Soient A et B deux telles matrices.  Diagonalisons 
B dans une base A-orthonorm6e; alors, si P e s t  la matr ice  de passage de 
cet te  base ~ la base canonique de R **, on a 

A = t P P  et B = ~ P D P  

off D =  ()~1 0 )  �9 avec hi > O. On a donc 
0 ";~. 

det  (tA + (1 - t)B) = (det p)2 12 I (t + (1 - t))~i) 
i = 1  

le r6sultat  se d6duit alors de la concavit6 de la fonction logari thme. [] 

B.3 LEMME. On a l'in~galit6 
2 n ( n - - l )  n - - d  

( d e t ( S ) )  (n - 1) ~+d-~ d e t ( H )  ~+--4-~-~ 

2) 2~ d-1 -- ( n + d -  d e t ( I - H ) ~ + ~ - ~  . . - -  . . ( d e t ( I - H - ~ - ~ k = l J k H J k ) )  2 < 

Preuve du lemme B.3 : I1 suffit d'6crire 
d - 1  

d - 1  ( /2  - -  1) + ~ ] i _ n _ E j k H j k _ n + d - 2 [  ( I - H )  n + d -  2 ~ -- -~) (-JkHJk) 
k = l  k = l  

= (n + d -  2 ) L .  

La matr ice  L e s t  le barycentre  des matr ices  d6finies positives (nl~_l)(I -- H)  

et (-JkHJk) affect6es des coefficients ( n -  1) et 1 respect ivement .  Le l emme 
B.2 donne donc 

d - 1  ,~-1 

d e t [ I - H - E J k H J k  ] _>(nTd-  2)n[det(  I-H,~ 1 -~--~-T-_I/j~] ~+a-2(detH)'+d-:a-~ 
k-----1 

d'ofl le l emme B.3. Remarquons  que si H = LI  l'6galit6 est at teinte.  Dans 
n 

le cas d = 1, cet te  in6galit6 est triviale. Remarquons  que cet te  in6galit6 est 
vraie m~me si n = d. [] 

Consid&ons la fonction 
d e t ( g )  

FI :H ,, 
[det(I  - H)] ~ 

d6finie sur l 'ensemble des matr ices  H sym6triques dont les valeurs propres 
sont comprises entre 0 et 1 s t r ic tement  et de trace 6gale s 1. Alors 
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Preuve du lemme B.4 : 
elles v~rifient 

B.4 LEMME. Pour  1 < (~ < (n - 1) on a, s i n  >_ 3, 

FI(H) <~ fl (11) 

Soient pi, i = 1, 2 . . . .  , n les valeurs propres de H,  

i) 0 < pi < 1 pour tout  i = 1 , 2 , . . . , n  
n 

ii) }'-~i=1 Pi = 1. 

Posons F,~(pl,  , p , )  = Y~]~ " "  i=1 f~ (P i ) ,  off f~(p)  = c~log(1 - p) - l o g ( p ) ,  
F 1 1 et G ( a )  = F ~ ( p ~ , . . . , p ~ ) -  ~ ( - ~ , . . . , - ~ ) .  Si p l , . . . , p ~  sont, dans un 

premier temps,  consid&6s comme fix6s, on a : 

dG = ~ l o g ( 1 - p i ) - n l o g ( 1 - 1 )  < 0  
doz i= 1 

par concavit5 de la fonction log. I1 s 'ensuit  que, si G(n  - 1) _> 0, alors 
G(a)  > 0. I1 nous suitit donc de prouver le lemme B.4 dans le cas c~ = n - 1, 
la preuve dans le cas o~ _< n - 1 s 'en d~duisant au tomat iquement .  

* R E C H E R C H E  DES MINIMA LOCAUX INTERIEURS DE F n - 1 .  Par  commodit~ 
d'~criture, posons F = F~- I  et f = f , - 1 -  Remarquons  que le hombre de 
solutions de l '~quation i f ( p )  = - k  situ~es dans l ' intervalle ]0, 1[ est ~gal g 
0 lorsque k < n + 2v/-n - 1 et au plus ~gal ~t 2 si k _> n + 2v/ -n-  1. Dans ce 
dernier cas, une seule de ces solutions v~rifie f " ( p )  >_ O. 

Un min imum local int~rieur M v&ifiant s imultan4ment  les ~quations : 

f ' ( P l )  . . . . .  f ' ( # n )  , 

f " ( # i )  + f " ( P j )  >_0 pour i r  

nous en d6duisons qu 'au  moins (n - 1) des composantes  de 31 prennent  la 
mSme valeur (not& x_)  et que l 'autre  eomposante  prend la valeur 
x+ = 1 - (n - 1)x_. Par  restriction g la droite correspondante,  nous en 
d6duisons que x+ doit &re un min imum local de la fonction h d4finie par : 

h(x )  = (n - 1 ) l o g ( I - x ) -  log(x) 

1 - x  
+ ( n - 1 ) 2 1 ~ 1 7 6  " \  n - I  ] J  

Or 
'~V J r ' Ix  , =  ( n - l )  1 

1 O - x )  x 
(n- l )  

1 1 
h"(x)  = ~ -  - [ 1 -  (7-:T_l)] 2 > 0 1 - x  
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done x+ = ~ et ( l , . . . ,  ~) est l 'unique min imum local int6rieur de F.  Pour 
eonclure il suffit d'6tudier la limite de F lorsque ( P l , . . . ,  # , )  tend vers un 
point B = (b l , . . . , bn )  du bord de (]0,1D'~ N { }--~i~1 #i = 1}. 

�9 LIMITES AU BORD. Deux cas se pr6sentent : 

ler cas : bi = 0 pour i E I e t  0 < bj < 1 pour j ~ I. Alors dans ce cas 

lira f (# i )  = +ec 

lim f ( p j )  > - o c  
#3 -"* b3 

On en d~duit que F ( # I , . . . , # ~ )  

pour i E I 

pour j ~ I car bj < 1. 

) + o c .  

) B  

2 e cas : Un des bi est ~gal ~ 1, bn par exemple. Dans ce cas bi = 0 pour 
i = 1 , 2 , . . . , n - 1 .  Si le n-uple ( # 1 , . . . , # n )  tend vers B, il s '&rit  sous la 
forme ( # 1 , . . . , # n - 1 ,  1 - ( # 1 + " ' + # ~ - 1 ) )  avec #i -+ 0 pour i = 1 , 2 , . . . , n - 1 .  
On a alors 

n - 1  n - - 1  

F ( # I , . . . , # ~ )  = ( n -  1) ~--~ log(1 - # i ) -  ~-" log(#i) 
i = 1  i = 1  

+ ( n -  1)log(#l + . . .  + # n - l ) -  log (1 - ( # 1  + " "  + #n-l)) 
La convexit~ de la fonction - log donne 

l o g ( n - l )  l o g (  #i - l o g  1 ~ 1 
- = #i <_ n - 1  log(#i) 

i = 1  i = 1  - -  i = 1  

d'ofl 
n - - 1  n - - 1  / \ 

t -1t Z (1-Z + ( n - l )  l o g ( n - l ) .  
i = l  \ i----1 

/ 

Lorsque ( # 1 , . . . ,  #n) tend vers B, nous en d~duisons 

l i m i n f F ( # t , . . . , # n ) > _ ( n - l ) l o g ( n - 1 ) > F ( 1 , . . . ,  1 )  

En effet, par stricte concavit~ de la fonction log, 

- = ( n - 1 ) l o g ( n - 1 ) + ( n - 1 )  ~- [ ( n l l ) ~  l o g ( n - l ) +  (1 1 (n_  1)2)  l~ ( ~ - ~ ) ]  

< ( n - l )  l o g ( n - l )  + ( n - l )  2 log(l)  = ( n - l ) l o g ( n - l )  . D 

Preuve de la proposition B . I :  I1 suffit d 'appliquer le lemme B.4 au second 
membre  de l'in~galit~ prouv~e dans le lemme B.3. L'exposant a vaut ici 
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a-- >2>1 
tl--d -- 

la contrainte a _< n-i est ~quivalente 

n _> d+2 . 

Rappelons que la dimension nest un multiple de d. Alors : 

i) si d = I, on a la contrainte n _> 3. 

ii) si d = 2, l'espace doit ~tre un espace hyperbolique eomplexe de di- 

mension complexe au moins 2; par ailleurs, l'espace hyperbolique complexe 

de dimension complexe 1 est un espace hyperbolique r~el de dimension 2, 

exclu par i). 
iii) si d = 4 ou d = 8, la eontrainte devient n _> 2d. Toutefois, l'espace 

hyperbolique quaternionnien (resp. de Cayley) de dimension I sur les quater- 

nions (resp. les octaves de Cayley) est un espace hyperbolique r~el de di- 

mension 4 (resp. 8) sur R, pour lequel l'in~galit~ est done vraie par ailleurs. 

Notons que dans ee eas l'espaee est ~ courbure constante ~gale ~ -4 et done 
l'entropie est 2(d-  1). [] 

B.5 PROPOSITION. II existe une constante A > 0 telle que, s in  >_ 3, alors 

d e t ( I  - H ~ ~--~--iZ_.~k=l JkHJk) < \~5,] 1-AEi=I " i - -  �9 

Preuve de la proposition B.5: La fonction 

( f l  ~ t i )  
F2(p l , . . . , #~)  = log(Fl(H)) = log (1 - ; i )  '~ 

est strictement concave sur un voisinage (]0, a+[) ~ de ( �88 ~) et done sur 
l ' e n s e i i l b l e  (]0,  a+[)n~ { Ein_=l ~t i = 1} .  O n  peut done trouver une c o n s t a n t e  

B > 0 telle que 

F2(Ftl,...,Itn) ~ F2 (I,...,I) -B ~ti- 
i=i 

pour (j t t l , . . . ,~n) �9 (]O,a+[)" N { Y'~i%1Pi~= 1}. 
Maintenant la preuve p%c~dente montre que, sur 

((]0, 1[)~\(]0, a+[)~) A { L #i : 1} , 
i=1 

la fonction F2 est strictement inf~rieure s F 2 ( 1 , . . . ,  5) et ses limites aux 
bords ~galement. Done, quitte s diminuer B, l'in~galit~ ci-dessus est vraie 

~t  sur l'ensemble (]0, 1[) n N { Ei:a #i = 1 }. 
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E n  cons6quence ,  d ' a p r 6 s  le l e m m e  B.3,  

(de t  H) 1/2 < Cn exp ('  ! n - d )  .. #~) d-1 -- ~ "~ ] de t  ( I  - U - ~ k = l  JkHJk)  \ 2 ( n  + d - 2) F2 (/~1 

n(n--l) 

off C~ (~-1)  ~+~-~ 2(~-1) p o u r  n >. d ( c o m m e  - (~+a-2)~ et  o f i d a n s F 2  o n a a - -  ~ - d  

d a n s  le l e m m e  B.4).  Ators  

d e t ( U )  1/2 (n)n/2 ( ~--~ ( 1) 2 ) 
de t  ( I  - -  - -  ~--d-L--1 ~ exp  -- B #i  - �9 

- H -  E~--1 JkHJk)  ~o i :1  

En f in  la  convex i t~  de e - x  i m p l i q u e  l ' in6gal i t~  

e - X < l _  ( 1 - e - T )  
_ f x 

p o u r  t o u t  x E [0, T] off T es t  un  n o m b r e >  0. D 'o f i  le r 6 su l t a t  a n n o n c 6  
n car B~'~.i=l(#i - • es t  b o r n &  Ceci  t r a i t e  le c a s n  > d + 2; c o m m e  

n 

p r 6 c 6 d e m m e n t  les c a s n  = d = 1, n = 2d = 2 e t n  = d = 2 son t  ex-  
clus e t n  -- d = 4 e t n  = d = 8 c o r r e s p o n d e n t  h des  e s p a c e s  h y p e r b o l i q u e s  
r6els  ~ c o u r b u r e  6gale  ~ - 4  t r a i t6s  p a r  les cas  n = 4, d = 1 e t n  = 8, d = 1 
r e s p e c t i v e m e n t .  [] 

A p p e n d i c e  C 

N o u s  p r o u v o n s  dans  ce t  a p p e n d i c e  la  p r o p o s i t i o n  f inale du  cas  d '~ga l i t~  : 

C.1 PROPOSITION. Soient (Y ,g )  et (X, go) deux vari6t6s riemanniennes 
compactes connexes et orient~es de dimension n. On suppose qu'il existe 
une application lipschitzienne 

F : Y  ~ X  

qui est de degrg non nul et est contractante, c'est-~-dire vgritie 

d 0 ( F ( y l ) , F ( y 2 ) )  < d ( y l , y 2 )  

pour tout couple Yl, y2 de Y ,  off do (resp. d) est la distance associde ~ la 
mbtrique go (resp. g) sur X (resp. Y).  Alors si 

Vol(Y, g) -- I deg FI Vol(X, go), 

l'application F est an rev~tement riemannien, c'est-~-dire es t  localement 
isom6trique. 

Preuve : L a  p r i n c i p a l e  diff icult~ v i en t  de  ce que  l ' a p p l i c a t i o n  F n ' e s t  p a s  C 1 . 
E n  p a r t i c u l i e r  nous  ne  p o u v o n s  p a s  u t i l i se r  le th~or&me d ' i n v e r s i o n  loca le .  
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Quitte s changer l 'orientation d'une des vari~t~s, nous pouvons supposer 
que deg(F) = p > 0. L'application F ~tant lipschitzienne elle est presque 
partout diff~rentiable ([F], p. 216, th~or~me 3.1.6); de plus la th~orie du 
degr~ s'applique, et pour presque tout x e X ([F], p. 383, corollaire 4.1.26), 

degF(x)= signe(J cr(y)) = p .  
yEF-l {x} 

On rappelle clue Jac F(y) d~signe le d~terminant jacobien de F e n  y E Y 
lorsque F est diff~rentiable en y. En particulier, si N(x) d~signe le nombre 
d'ant~c~dents par F du point x E X, ~ventuellement infini, on a 

N ( x ) >_ p pourp re sque tou t  x E X .  

Nous utilisons ici les mesures canoniques riemanniennes sur Y et X que 
nous noterons par la suite dvg et dvgo. 

C.2 LEMME. Pour presque tout x C X,  N(x) = p e t  pour presque tout 
y E Y, DyF est une isomdtrie positive de TyY sur TxX. 

Preuve du lemme C.2 : La formule de la co-aire ([F], p. 243, theorem 3.2.3) 
s%crit dans ce cas sous la forme suivante (ici les variht~s Y e t  X ont m~me 
dimension):  

i. '..(.)=/. N(x)...o(Xl. 

La remarque ci-dessus montre que 

xN(x)dvgo (x) p Vol(X, go) > 
w 

Par ailleurs, l 'hypothhse faite sur F,  c'est-s qu'elle est contractante, 
d o n n e  

IID F(-)II.o _< llull. 
si y est un point off F est diff~rentiable et u est un vecteur tangent en y 

Y. Ici I1" I1.o et H" I[. d6signent les normes d~duites des m~triques go et g 
respectivement. Cette in~galitfi conduit s 

I JacF(y) l  <_ 1 

pour presque tout y E Y. En consequence 

Vol(Y, g)_> j y  I J acF l (y  ) dr , (y )= Jx  N(x )dv '~  go). 

L'hypoth~se faite sur les m~triques, h savoir Vol(Y,g) = pVol(X, go) 
implique qu'il y a ~galit~ h chaque ~tape de cette suite d'in~galit~s et donc 
que 
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N(x) = p presque partout sur X 

J JacF(y) l  = 1 presque partout sur Y 

La formule utilis& ci-dessus pour le degr~ de F montre que, puisque 
N(x)=p presque partout, alors, pour presque tout yer,  signe(Jac F ( y ) ) = + l .  
Enfin, la propri&~ de contraction de F implique que DyF existe presque 
partout et est contractante de (TyY, I1" Jig) dans (TF(y)X, I1" IIg0), comme 
nous l'avons remarqu6 ci-dessus; cette propri&~, combin~e avec l'~galit~ 
I JacF(y) l  = 1 lorsqu'elle a lieu, montre que, pour presque tout y E Y, 
DyF est une isom6trie de TyY sur TF(v)X, qui de plus est positive. = 

C.3 Remarque : Si F 6tait de classe C 1, la continuit6 de DF impliquerait 
que celle-ci est une isom6trie en tout point et la proposition s'ensuivrait par 
le th6or~me d'inversion locale. 

Une cons6quence du lemme C.2 est que, si A d6signe une pattie mesurable 
de X, la formule de la co-aire donne 

Volg 

off Volg(.) (resp. Volg0(.)) d~signe la mesure d'une pattie de Y (resp. X)  
calcul~e s l'aide de la mesure riemannienne dvg (resp. d%o ). Nous allons 
utiliser cette propri~t~ appliqu~e s des boules riemanniennes. Les m&riques 
g e t  go &ant fix~es, il existe trois constantes et un hombre c' > 0 petit (en 
particulier inf6rieur aux rayons d'injectivit6 de (Y, g) et (X, go)) tels que, 
pour toute boule B~o(X,r]) (resp. Bg(y, rl)) de (X, go) (resp. de (Y,g)) de 
rayon r] _< d,  on ait 

v~.~(1 - C2~] 2) < Volg 0 (Bg o (x, . ) )  < v~.~(1 + C10 ~) 

vn~(1 - Carl 2) <_ Vol e ( S,(y,  ~) ) 
off v~ d~signe le volume de la boule canonique de R '~. 

C.4 LEMME. Pour tout x E X,  N(x) < p. 

Preuve du lemme C.4 : Supposons qu'il existe x E X poss~dant au moins 
p + 1 ant~cSdents par F clue nous noterons y l , . . . ,  yp+l. Soit 0 < ~ < c' 
un hombre assez petit pour que les boules Ba(yk, ~) soient deux A deux 
disjointes. L'application F &ant contractante 

F(B,(yk,rl)) c B g o ( x , r / ) ,  k = l , . . . , p + l .  

Nous avons done 
p + l  

D 
k = l  

et 
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d'ofi 

p+l ) 
pVol (Bgo(X, rl) ) = Vol (F-'(B.o(X,~l))) >_ Volg ( U Bg(yk, rl) 

le----1 
p + l  

> Z V o l s ( B s ( g k , , ) )  
k = l  

v,~p~ln(1 + C1~/2) _> (p + 1)vnr/"(1 - C3r/2) 

ce qui conduit s une contradiction lorsque q tend vers z~ro. [] 

Si p = 1, ceci suttit pour conclure que f e s t  bijective. En effet, le lemme 
C.4 implique que f est (dans ce cas) injective, la surjectivit~ d~coulant de 
la non-trivialit~ du degr~ de f .  

S ip  > 1, alors N(x)  est presque partout 6gal ~ p mais il pourrait exister 
des "points de ramification" oll N(x)  serait strictement plus petit  que p. 

C.5 LEMME. Soit g E Y un point off F est diffdrentiable et off DyF est une 
isom~trie positive, alors, pour toute boule Bg(y, ~l) de rayon assez petit, F 
restreinte a Bg(y, 71) est surjective sur un voisinage de x = F(y). 

Preuve du lemme C.5 : Choisissons r] de sorte que y soit le seul antfic~dent 
de x par F darts B~(y, 7). L'application F ~tant contractante F(Bg(y, rl) ) C 
Bg 0 (x, r/). Pour simplifier les notations posons FB = FiBg(v,~ ). La th6orie du 
degr6 (voir [F], p. 383, corollaire 4.1.26) montre que, sur les composantes 
connexes de B~o(x,~l)\F(OBg(y, rl)), le degr~ de FB est presque partout 
constant et que de plus, en x, il se calcule par la formule 

(degFB)(x) = E s igne(JacF)(z)  . 
zEBg(g,TI)NF-I {x} 

Par hypoth~se y est le seul ant6c6dent de x par FB et signe Jac F ( y ) = + I .  
Si U d6signe la composante connexe de Bg o (x, ~l)\F(OBg (y, T/)) qui contient 
x c'est donc un ouvert sur lequel le degr6 de FB vaut 1. 

En particulier, tout point de U a au moins un ant6c6dent dans Bg(y, ~7). 
En effet, s i x '  appartenait ~ U\F(Bg(y,  ~)), l 'application F,  compos6e avec 
la projection sur OB(x, 7) centr6e en x', induirait une application, de m6me 
degr6 (non nul) que DyE, de OB(y, 7) sur OB(x, ~7) qui serait prolongeable 
s B(y, ~l), d'ofi une contradiction. Ceci prouve le lemme. [] 

C.6 LEMME. Soit x E X tel que N(x)  = p e t  Y l , . . . ,  Yp ses antgcgdents, 
Mors il existe un voisinage U de x et des voisinages Vi des yi deux g deux 
disjoints tels que F soit bijective de Vi sur U pour tout i = 1, 2 , . . .  ,p. 

Preuve du lemme C.6 : Nous allons utiliser ~ nouveau le fait que le degr~ 
d'une application se localise (voir [F], p. 383, corollaire 4.1.26). Soient 
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Bi = Bg(yi, rl) avec ~ suffisamment petit pour que ces boules soient deux 
deux disjointes. Soient FB, = FiBg(y,,~) et Ui la composante connexe 

de x clans Bg o (x, ~)\F(OBg(yi, rl)). Par le lemme C.2 il existe un point zi 
arbitrairement proehe de yi off F est diff~rentiable et dont la diff~rentielle 
est une isom~trie positive. On prend zi assez proche pour que F(zi) E Ui. 
Alors, par le lemme C.5, F(Bi) M Ui contient un voisinage de F(zi), en 
particulier F(Bi) 0 Ui est de mesure non nulle et il existe donc des points 
de Ui off le degr~ de FB~ se ealcule par l'expression 

(degFB~)(x') = E signe(Jac F)(z)  
zEB~C'IF-I {x  ' } 

et tels que F - l { x  '} M Bi 7 ~ O. Le lemme C.2 montre que pour presque tout 
y E Y le signe du dfiterminant jacobien de F e n  y est +1. D'o~l pour presque 

tout x' E Ui 
(degFB~)(x') > 1 . 

En particulier FB~ est surjective sur Ui, c'est-h-dire, tout point de Ui a 
au moins un antecedent par F daas la boule ferrule Bi. 

Soit U = MUi, c'est un ouvert contenant x qui est tel que tout point 
x' E U a au moins un antecedent dans chaque Bi pour i = 1 , . . .  ,p. Comme 
N(x')  < p, chaque point x' E U a donc exactement un antfic6dent dans 

F - I ( u )  est don  un ouvert chaque Bi (aucun h l'ext~rieur de P 
inclus dans P Ui=I Bi. Donc si I f /=  F -1 (U) N Bi, V/ est Ui=I Bi,  donc dans P 
un ouvert contenant Yi en bijection par F avec U. [] 

C.7 LEMME. Pour chaque i = 1, 2 , . . .  ,p, 1'application r~ciproque de Ftv ~ 
est une application 1ocalement lipschitzienne de U sur 17/. 

Preuve du lemme C. 7 : Notons Gi l 'applieation r~ciproque de Fiv,, c'est 
une bijeetion de U sur V/. Nous allons montrer que Gi est localement 
lipsehitzienne dans U de eonstante de Lipschitz major~e par 2. Remarquons 
d'abord que, si A est une partie mesurable de V/ et F(A) C U, la formule 
de la co-aire donne : 

= /I,.oF(,)I,.. = i N.(x),v.0 = vo,.0 Volg(J) 

off Nm(x) = # { F - l ( x ) M  A}. D'apr~s ce qui precede en effet, 
1 s i x E F ( A )  

NA(X) = 0 si x ~ F(A) et J acF(y )  = +1 presque partout. Rappelons 

que nous avons choisi un nombre e' tel que les boules de Y e t  X de rayon 
inf6rieur s ~' aient un volume satisfaisant aux in~galit~s pr~c~dentes. On 
peut ~galement choisir ce nombre de sorte que toutes les boules de rayon 
plus petit  (sur Y o u  bien X) soient convexes. 
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Soit maintenant 0 < e < ~' tel que pour tout i = 1, 2, . . .  ,p, Bg(yi, 2E) C 
1~ et Bg0 (x, 2e) C U. On peut alors recommencer la construction prfic~dente 
pour exhiber des ensembles ouverts V~' C Bg(yi, e) et U' C Ba0 (x, ~) tels 
que F soit une bijection de chaque V/ sur U'. La principale propri~t~ de 
V/ et U' que nous allons utiliser est que pour tout z E V~' (resp. x' E g ' )  
et tout q < e, la boule Bg(z, q) (resp. Bgo(X', y)) est incluse darts V/ (resp. 
U); ces boules sont donc incluses dans une partie oh F est bijective. 

Afin d'allbger les notations nous supposerons que V/et  U v~rifient eux- 
m~mes cette proprifit& Nous allons montrer que si z et z' sont deux points 
de V/tels que d~o(F(z),F(z')) <_ c alors 

dg(z,z' ) < 2dgo(F(z),r(z') ) . 
En effet s ice  n'est pas vrai, il existe un couple z, z' de points de V/tels que 

r]=d~o(F(z),F(z')) < e  et 2dgo(F(z),F(z')) <_dg(z,z') 
alors les boules Bg o (F(z), q) et Bg o (F(z ') ,  r]) s'intersectent et leur intersec- 
tion contient une boule de rayon q/2 centrfie au milieu de la g~od~sique 
minimisante joignant F(z) ~ F(z'). Donc 

Volg0 (Bgo(F(z),q)UBgo(F(z'),r])) <_ vn [2r]n(l+C, q2)-~--~yn(1-C2~]2)] . 

Par ailleurs les boules Bg(z,q) et Bg(z',q) sont disjointes car 
dg(z, z') >_ 2r]. Donc, d'apr~s ce qui prfic~de (ici les precautions prises sur le 
choix de U et V/sont importantes), 

Volg 0 (F(Bg(z,r])U Bg(z',tj))) = Volg (Bg(z, ~) U Bg(z',q)) 
> 

Enfin, comme F contracte les distances 

F(Bg(z,q)) C Bgo(F(z),q ) et F(B~(z',r])) C Beo(F(z'),q) . 

D'o/1 l'in~galitfi 

v.~ '~ [2(I 
qui donne 

1 ] [2(1 C3q2)] --~ C l ~  2) - ~ - ( 1  - C2T] 2) ~ V n I ]  n - 

I 1 ] q2 1 
2(C1 + Ca) + ~ C 2  > 2n 

ce qui est impossible si ~ (donc q) est assez petit (rappelons que C1, C2 et 
C3 sont fix~es). 

Ceci prouve le lemme, n 

C. 8 LEMME. Pour chaque i = 1,2, . . . ,  p, 1'application FW~ est une isom&trie 
locale bijective de Vi sur U. 
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Preuve du lemme C.8 : L'application Gi, r~ciproque de FIv~, ~tant lip- 
schitzienne, elle est diff~rentiable presque partout, et sa diff~rentielle est 
presque partout l'inverse de celle de F c'est-s est une isom6trie po- 
sitive. Si 7 est une courbe dans U en position g~n~rale (i.e. 7 intersecte 
l 'ensemble de mesure pleine off Gi est diff~rentiable et de diff~rentielle une 
isometric positive en un ensemble de mesure pleine le long de 7) qui est 
rectifiable, alors Gi o 7 est une courbe darts V/ qui est ~galement rectifiable 
et de m~me longueur. 

Soient alors x ~ et x" deux points de U tels que la g~od6sique minimisante 
7 les joignant soit ineluse dans U et en position g~n~rale alors 

dg(Gi(x'), Gi(x ' ) )  <_ longueur (Gi o ?,) 

< dgo (x', x") 
par ailleurs l 'application F ~tant contractante on a donc 

) = x") 

Ce qui prouve clue F et Gi sont des isometrics locales bijectives. [] 

Un corollaire imm6diat des lemmes C.6, C.7 et C.8 est que l 'ensemble 
off N(x)  = p est un ouvert de X.  Soit alors K = {x e X \ N ( x )  < p} c'est 
un ferm6 de X; c'est l 'ensemble des points de "ramification" de F.  Le but 
de ce qui suit est de montrer clue K est vide. Nous savons d6js (lemme C.2) 
que K est de mesure nulle. 

C.9 LEMME. L'ensemble K est vide. 

Preuve du lemme C.9 : Soit 7 une g~od~sique, minimisante sur toute sa 
longueur, dans X dont les extr~mit~s sont dans X \ K  et qui est en position 
g~n~rale par rapport  s K,  c'est-h-dire : l 'ensemble 7([0, f]) e l k  est un ferm6 
de mesure nulle dans 7([0, ~]),-ofi l'on a suppos6 de plus 7 param~trSe par 
l'intervalle [0, ~]. Soit x E 7([0, g]) M I f  tel que N(x)  = q < p et tel que 

q = sup { N ( x ) \ x  �9 "y([0, el)M I f}  . 

i) Nous noterons Y l , . . . ,  Yq les antecedents de x par F .  Si r] est tel que 
les boules Bg(yi, ~) = Bi sont deux s deux disjointes, alors les arguments 
du lemme C.6 montrent qu'il existe un voisinage U de x dans X tel que 
pour presque tout x' �9 U 

(deg FB,)(z') >_ 1 

et que, donc, FB~ est surjective sur U (on rappelle que FB~ d~signe la restric- 
tion de F s B~). En particulier tout x' �9 7([0, ~]) MK assez proche de x a au 
moins un antecedent dans chaque Bi. Pour un tel x ~ on a donc N(x ' )  > q 
et par d6finition de q, g ( x ' )  <_ q, d'ofi N(x ' )  = q. Tout x' �9 7([0, ~])M K 
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assez proche de x a donc exactement un ant~c6dent dans chaque boule Bi, 
i = 1 , 2  . . . .  ,q. 

ii) Le degr6 ~tant additif on a 
q 

E ( d e g  FB.) -- p 
i-----1 

presque partout sur U. I1 existe donc un indice l<_io<_q tel que deg FB,o >_2 
presque partout sur U. En particulier, tout point "r~gulier" dans U, c'est- 
h-dire dans le compl6mentaire de K a au moins deux ant~c6dents dans Bio 
et F est une isom6trie locale au voisinage de ceux-ci. 

Supposons que x est un point d'accumulation de 7([0, g]) N K (c'est-~- 
dire qu'il existe une suite de points de 7([0, g])Nh" distincts de x s 'accumulant 
en x). Comme le compl6mentaire de K dans 7([0, g]) est un ouvert de 
7([0, g]) de mesure pleine, x est aussi point d'accumulation de segments ou- 
verts de 7([0, g])\K. C'est-A-dire, il existe un intervalle 7([a, b]) que l'on 
peut ehoisir de longueur arbitrairement petite et arbitrairement proche de 
x, tel que 7(a) et 7(b) E I(  et 7(]a, b D C 7([0, ~])\K. L'intervalle g6od6sique 
7(]a, b[) se relive donc, en un hombre  gal degr6 F.,o >_ 2 de segments 
g6od~siques de m6me longueur, dans Bio, joignant l 'unique ant6c6dent de 
7(a) dans Bi0 ~ l'unique ant6c6dent de 7(b). Le param6trage de chacun 
des segments g6od~siques relev6s 6tant impos6 par le fair que F est une 
isom~trie locale (lemme C.8), les segments g6od6siques sont distincts, ce 
qui contredit l'unicit6 locale des g6od~siques. 

iii) Le point x est donc isol6 dans 7([0, ~]) A h'. Quitte ~ raccourcir 
la g6od6sique on peut donc supposer que 7(t0) = x et 7([0, to[) ainsi que 
7(]t0, g]) ne rencontrent pas K. On suppose aussi que la g6od6sique est surf- 
isamment courte pour 6tre totalement incluse dans U. Soient z l , . . . ,  z~ 

t (resp. Zl , . . .  ,z'~), oi"1 r = degFB,0 >_ 2, les ant6c6dents de 7(0) (resp. 
7(~)) darts Bio. En relevant darts Bio, comme pr6c6demment, les inter- 
valles g6od6siques 7([0, to D et 7(]to, g]) en r intervalles g6od6siques distincts 
dans Bi0, on r6alise une g6od6sique bris6e de zk h z~r et passant par Yio pour 
tout k et k'. En particulier les relev6s de 7([o, t0D (resp. 7(]t0,t])) ayant 
m6me longueur que 7([0, to[) (resp. 7(]t0, g])), la longuenr de ces g6od6siques 
bris6es est g. D'ofl 

r 
d (zk, < e = dgo 

pour tout k, k ~ = 1 ,2 , . . . ,  r. La propri6t6 de contraction de F implique 
alors que 

dgo (F(z~),F(z'~,)) = d~(z~,4,  ) . 

Les g6od6siques bris6es joignant z~ et z~, r6alisent donc la distance dans 
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(Y, g) de zk s z~, et donc ne peuvent ~tre bris4es, ce qui est en contradiction 
avec le fait que r > 2. 

En conclusion aucune g~od~sique en position g~n6rale ne peut rencontrer 
K.  S i x  E K toute g-g4od~sique passant par x dolt rencontrer K e n  un 
ensemble de mesure non nulle ce qui, par l 'argument du chapitre 7 (preuve 
du lemme 7.8), contredit le fait que K est de mesure nulle. Ceci prouve le 
lemme. [] 

La proposition est donc d~montr6e car pour tout x E X ,  N ( x )  = p et F 
est une isom~trie locale; les vari~t6s ~tant compactes F e s t  un revStement 
riemannien. 

Appendice D 

La preuve de la proposition suivante nous a ~t6 sugg~r6e par Jean Lannes 
que nous remercions. 

D.1 PROPOSITION. Soient (X, go) et (Y,g) deux varidt6s riemanniennes 
compactes connexes et orientdes de dimension n >_ 3. On suppose que 
les fibres unitaires tangents Ug o X et UgY sont hom6omorphes et que X est 
un A'(~, 1). A1o~, Y est un K(~,  1). 

D.2 Remarque : La proposition ne d6pend pas des m6triques 90 et 9 
choisies, en cons6quence il n'en sera plus fair mention dans la suite. 

Preuve : Si Y e t  ,~ d6signent les rev~tements universels respectifs de Y e t  
X alors U~" et U) (  sont les rev~tements universels de U Y  et UX; en effet, 
la suite exacte d 'homotopie ([Sp], p. 377) des fibrations S n-1 r U~" ---* Y 

et S n-1 ~ U)(  ~ )~ montre que, en dimension n > 3, UY et U X  sont 
simplement connexes. En cons4quence, UY et U X  sont hom4omorphes. 

Soit F ~- S n-1 (F hom4omorphe ~ S ~-1) une fibre de U Y  et i : F r UY 

l'injection de F dans UY. 

D.3 LEMME. L 'injection i : F ~-~ U Y  est une 4quivaIence d'homotopie. 

Admettons ce lemme et prouvons la  proposition D.1 La suite exacte 
d 'homotopie de la fibration S n-~ ~-~ U Y  --~ Y ([Sp], p. 377) s'4crit 

�9 - - ,  

Le lemme D.3 montre que les fl~ches rk(S  ~-1) ~ 7rk(UY) et 71"k_l (S n - l )  ----+ 

7rk_l(UY) sont des isomorphismes pour k _> 1; l 'application 7rk(Y) --+ 

zr~_l(S '~-1) est donc une injection d'image nulle, d'ofi zrk(Y) = 0 pour  
tout k _> 1, ce qui signifie que Y est un K(Tr, 1). 



Vol.5, 1995 E N T R O P I E S  ET RIGIDITIES 797 

Preuve  du l e m m e  D . 3  : Comme U:V est hom~omorphe ~ U X ~ _ X x S  ~ -1 ,  

UY a le type d'homotopie de S '~-1 et par cons6quent l'injection 
i : S ~-1 ~_ F ~ U Y  est une ~quivalence d'homotopie si et seulement 
si, i*: H ~ - I ( U y )  ~ H ~ - I ( S  ~-1) est un isomorphisme (voir [Hop] et [Sp], 
p. 398). 

Consid~rons les suites exactes de Thom-Gysin des fibres en spheres 
UY ~ Y e t  F ---* {Y0} respectifs, off Yo est le point base de F ([Sp], p. 260). 
Les injections naturelles F r UY et {go} ~-* I~ induisent entre ces deux 
suites des morphismes. On a donc le diagramme commutatif  

> H k ( Y )  , H k ( U Y )  , H k - ' ~ + ' ( y )  , H k + I ( Y )  , 

1 1 1 1 
> Hk({y0}) , H k ( F )  > Hk-"+l ({y0}  ) , Hk+l({y0} ) >. 

En particulier, pour k = n - 1, nous obtenons 

Hn_I(U~ ) a HO(9 ) , ) 

lb 
H.-I(F) H~ ) H " ( { y 0 } ) = 0 .  

Comme UY est hom~omorphe ~ U X ,  Y est non compact donc H ' ( Y )  = 

0 et, par ailleurs, H"- I (U:Y)  est isomorphe ~ Z ainsi que H ~  (:Y est 
connexe). Le morphisme a de Z dans Z e s t  surjectif, c'est donc un isomor- 
phisme; il enes t  de m~me de c. Enfin, bes t  un isomorphisme ~galement et 
donc i* aussi. D 
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